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Notation “Bôıte Noire”

Modèle de régression

f : Rm × Rp −→ Rq
(x,β) 7−→ y = f (x,β)

I modèle défini par la fonction f

I variables d’entrée x ∈ Rm (covariables, régresseurs, variables explicatives)

I variables de sortie y ∈ Rq (réponses, variables expliquées)

I paramètres β ∈ Rp

Mesures

yi = f(xi,β), i ∈ {1, ..., n}

Problème : comment estimer β à partir de (x1, ...,xn) et (y1, ...,yn) ?
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Modèles de régression

Modèle linéaire

y = f (x,β) = C(x)β +D(x)

avec C : Rm −→ Rq×p,D : Rm −→ Rq et β ∈ Rp.

Régression linéaire - erreurs de modèle
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Erreurs de modèle

Fonctions de coût

I Erreurs verticales : yi = β1xi + β2 + εi. Critère à optimiser

J(β) =

n∑
i=1

(yi − β1xi − β2)
2

Régression linéaire

I Erreurs horizontales : yi = β1(xi + εi) + β2. Critère à optimiser

J(β) =

n∑
i=1

(
yi − β2

β1

− xi
)2

Régression non linéaire

I Erreurs orthogonales. Critère à optimiser

J(β) =

n∑
i=1

d
2
i =

n∑
i=1

(yi − β1xi − β2)
2

1 + β2
1

Régression non linéaire
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Moindre carrés ordinaires (ordinary least squares)

Fonction de coût à optimiser

J(β) =
1

2

n∑
i=1

‖yi − f(xi,β)‖2,β ∈ Rp

Dans le cas linéaire unidimensionnel, on a
yi = f(xi,β) = C(xi)β +D(xi) ∈ R. Donc

J(β) =
1

2
‖Aβ − b‖2, A ∈ Rn×p, b ∈ Rn,β ∈ Rp

avec

A =

 C(x1)
...

C(xn)

 ∈ Rn×p, b =

 y1 −D(x1)
...

yn −D(xn)

 ∈ Rn,

8/ 33



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Cas linéaire

Fonction de coût à optimiser

J(β) =
1

2
‖Aβ − b‖2, A ∈ Rn×p, b ∈ Rn,β ∈ Rp

Utilisation de la pseudo-inverse

J(β) =
1

2
(Aβ − b)T (Aβ − b)

=
1

2
β
T
(A

T
A)β − βTAT b+

1

2
b
T
b.

Donc
∂J(β)

∂β
= (A

T
A)β −AT b

Si n ≥ p et rang(A) = p, alors

β̂OLS = (A
T
A)
−1
A
T
b = A

+
b

où A+ = (ATA)−1AT est la matrice pseudo inverse de A.

Remarque : P = A(ATA)−1AT est une matrice de projection (elle vérifie P 2 = P et

PT = P ). Le terme Aβ̂OLS peut s’interpréter comme la projection de b sur l’espace engendré par

A (espace image de A) noté souvent R(A).
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Interprétation géométrique

Equations normales

Quand on annule le gradient de J(β), on obtient les équations normales

(ATA)β = AT b.

On peut retrouver ce résultat en remarquant qu’on cherche le point β tel que
Aβ est le plus proche de b. La solution de ce problème est la projection
orthogonale de b sur l’espace image de A noté R(A) qui est telle que Aβ − b
est orthogonal à R(A):

〈Aw,Aβ − b〉 = 0, ∀w ⇔ 〈w,AT (Aβ − b)〉 = 0, ∀w

ce qui conduit à

AT (Aβ − b) = 0⇔ (ATA)β = AT b.
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Remarques

Calcul de la solution des moindres carrés

I Détermination de la pseudo-inverse : pour des problèmes de dimensionalité
réduite. Le conditionnement de la matrice ATA est proche de (condA)2,
ce qui peut poser problème pour de grandes valeurs de n et p.

I Utilisation de la SVD de A : solution très précise mais lente en grande
dimension. Si la matrice A est de rang p, alors on a

β̂SVD =

(
p∑
i=1

1

σi
viu

T
i

)
b

avec A = UΣV T =
∑p
i=1 σiuiv

T
i .

I Factorisation QR de A : si A est de rang p, on peut décomposer A sous
la forme A = QR, où Q est une matrice orthogonale et R est une
matrice triangulaire supérieure, d’où la solution

I Factorisation : A = QR
I Transformation du problème en : Rβ = QT b. Résolution simple et rapide

car R triangulaire supérieure.

Avantage : plus rapide que la SVD.
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Rappels sur la décomposition en valeurs singulières (SVD)

Sot X ∈ Rn×p avec n ≥ p, alors la décomposition en valeurs singulières ou SVD de X est

X = UΣV
T

avec

I U ∈ Rn×n formée de n vecteurs propres orthonormés de XTX

I V ∈ Rp×p formée de p vecteurs propres orthonormés de XXT

I Σ ∈ Rn×p est une matrice rectangulaire dont les éléments non nuls sur la diagonale sont les
valeurs singulières s1, ..., sp (les racines carrées des valeurs propres positives de XTX ou

de XXT ).
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Propriétés de la SVD

I Valeurs singulières de XXT

rang(X) = p donc les q − p plus petites valeurs propres de XXT vérifient
sp+1 = ... = sn = 0.

I SVD de XT

Si la SVD de X est X = UΣV T , alors XT = V ΣTU est la SVD de
XT .

I Meilleure approximation de rang k de X
Soit X ∈ Rn×p de SVD X =

∑p
i=1 σiuiv

T
i avec p = rang(X). Si k < p,

alors Xk =
∑k
i=1 σiuiv

T
i est la meilleure approximation de rang k de X,

i.e.,
‖X −Xk‖F = arg min

rang(D)=k
‖X −Xk‖F

I Expression de la pseudo-inverse de X à l’aide de la SVD
Soit X ∈ Rn×p de SVD X =

∑p
i=1 σiuiv

T
i avec p = rang(X) et n ≥ p,

alors

(XTX)−1X =

p∑
i=1

1

σi
viu

T
i
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Moindre carrés totaux ou “Orthogonal Distance Regression (ODR)”

Fonction de coût à optimiser

J(β) =
n∑
i=1

‖yi − f(xi − δi,β)‖2, δi ∈ Rm,β ∈ Rp, λ > 0

Cas particulier d’une fonction linéaire

yi = (xi − δi)Tβ + qT0 β + q1 + εi

avec

yi ∈ R(q = 1),xi ∈ Rm,β ∈ Rm(p = m), q0 ∈ Rm, q1 ∈ R, εi ∈ R
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Moindre carrés totaux

Écriture matricielle

(A+E)β = b+ ε

avec

A =

 xT1 + qT0
...

xTn + qT0

 ,E =

 −δ
T
1

...
−δTn

 , b =

 y1 − q1
...

yn − q1

 , ε =
 −ε1...
−εn



Problème à résoudre

min ‖[E ε]‖2

avec
(A+E)β = b+ ε, A,E ∈ Rn×p, ε ∈ Rn, b ∈ Rp

La résolution de ce problème utilise la SVD de [A b].

16/ 33



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Solution des moindres carrés totaux

SVD de la matrice [A, b] de rang p+ 1

β̂SVD =
−1

vp+1,p+1

 v1,p+1

...
vp,p+1

 (1)

avec [A b] = UΣV T =
∑p+1
k=1 σkukv

T
k .
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Exemple 1 : Soldes

À l’approche des soldes, on considère les ventes de serviettes de plage chaque jour à partir de la
dernière semaine de juin. Tout d’abord, on constate que le premier jour, soit le lundi 21 juin,
seules deux serviettes ont été vendues. Au 4ème jour, 10 serviettes ont été vendues. On décide de
modéliser les ventes par la fonction f suivante :

f(t) = a
√
t+ bt

avec (a, b) des réels et t > 0 exprimé en jours.

1. Résoudre le système linéaire permettant de satisfaire les ventes observées.

2. On remarque que le 9ème jour, 18 serviettes ont été vendues. Calculer l’erreur aux moindres
carrés obtenue avec le vecteur (a, b)T déterminé à la question précédente.

3. En posant β = [a, b]T , écrire sous forme matricielle le problème aux moindres carrés à
résoudre à partir des données de l’énoncé pour les trois jours 1, 4 et 9, c’est-à-dire définir
A ∈ R3×2 et d ∈ R3 tels que :

min
β∈R2

1

2
‖Aβ − d‖2 (2)

Donner la solution du problème (2) en fonction de la matrice A et du vecteur d, sans
chercher à la calculer explicitement.
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Solutions de l’exemple 1
1. On a deux équations et deux inconnues t1 = 1, f(t1) = y1 = a+ b = 2 et
t2 = 4, f(t2) = y2 = 2a+ 4b = 10 qui peuvent être regroupées dans un système(

1 1
2 4

)(
a
b

)
=

(
2
10

)
qui admet comme solution : (

a
b

)
=

(
−1
3

)
.

2. Les données du neuvième jour permettent d’obtenir une troisième équation
y3 = 18 = 3a+ 9b. L’erreur aux moindres carrés vérifie donc :

e
2
=

3∑
i=1

[yi − f(i)]2 = 0
2
+ 0

2
+ [18− (−1×

√
9 + 3× 9)]

2
= 36.

3. En considérant les données associées aux trois jours, on a 2 = a+ b
10 = 2a+ 4b
18 = 3a+ 9b

soit Aβ = d avec

A =

1 1
2 4
3 9

 ,β =

(
a
b

)
, et d =

 2
10
18


La solution au sens des moindres carrés du problème précédent est

β̂ = (A
T
A)
−1
A
T
d.
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Exemple 2 : transformation affine du plan

I Problème
On cherche une transformation du plan notée T permettant de
transformer des points (ui, vi) ∈ R2 en d’autres points (u′i, v

′
i) ∈ R2. Ce

problème peut se ramener à déterminer les vecteurs a = (a1, a2, a3)
T et

b = (b1, b2, b3)
T tels que(

u′i
v′i

)
≈
(
a1 a2
b1 b2

)(
ui
vi

)
+

(
a3
b3

)
, i = 1, ..., n

I Illustration
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Exemple 2 : transformation affine du plan

I Questions
1. Montrer que ce problème peut se formuler à l’aide d’un problème de

régression linéaire argminβ ‖Aβ − b‖2 avec β = (a1, a2, a3, b1, b2, b3)T et
des matrices A et b que l’on précisera. On construira la matrice A de
manière à obtenir une matrice diagonale par blocs.

2. Quelle est la solution de ce problème ?
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Exemple 2 : transformation affine du plan

I Réponses
1. On a

yi =

(
u′i
v′i

)
= f(xi, β) = C(xi)β + d(xi)

avec

xi =

(
ui
vi

)
,C(xi) =

[
ui vi 1 0 0 0
0 0 0 ui vi 1

]
,d(xi) =

[
0
0

]
donc

A =



u1 v1 1 0 0 0
...

...
...

...
...

...
un vn 1 0 0 0
0 0 0 u1 v1 1
...

...
...

...
...

...
0 0 0 un vn 1


et b =



u′1
...
u′n
v′1
...
v′n
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Exemple 2 : transformation affine du plan

I Réponses
2. En posant

A =

[
A1 0
0 A1

]
, b =

[
b1
b2

]
, b1 =

u
′
1
...
u′n

 , b2 =

v
′
1
...
v′n


on obtient

β =

[
(AT1A1)−1A1b1
(AT1A1)−1A1b2

]
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Exemple 3 : transformation géométrique 2D (recalage d’images)

I Illustration

I Modélisation

u′ =

(
x′

y′

)
= f (u,γ) ∈ R2 avec u =

(
x
y

)
,γ =

(
α
β

)
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Exemple 3 : transformation géométrique

I Questions
1. Écrire le problème d’optimisation permettant d’estimer le vecteur γ en

considérant un ensemble de n points transformés par la même transvection
2. Quelle est la solution de ce problème ?
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Exemple 3 : transformation géométrique
I Réponses

1. On a

u′ = f(u, γ) =

[
y 0
0 x

] [
α
β

]
+

[
x
y

]
donc en considérant n points, on a

x′1
...
x′n
y′1
...
y′n


=



y1 0
...

...
yn 0
0 x1
...

...
0 xn


[
α
β

]
+



x1
...
xn
y1
...
yn


soit

b =



x′1 − x1
...

x′n − xn
y′1 − y1

...
y′n − yn


= Aγ
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Exemple 3 : transformation géométrique

I Réponses
1. Le problème d’optimisation consiste donc à rechercher le vecteur γ qui

minimise ‖Aγ − b‖2 :

min
γ

1

2
‖Aγ − b‖2

2. La solution du problème précédent est

γ̂ = (ATA)−1AT b = A+b.

En utilisant la structure particulière de A, on obtient

ATA =

[∑n
i=1 y

2
i 0

0
∑n
i=1 x

2
i

]
En supposant

∑n
i=1 x

2
i 6= 0 et

∑n
i=1 y

2
i 6= 0, on en déduit

(ATA)−1 =

 1∑n
i=1 y

2
i

0

0 1∑n
i=1 x

2
i
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Exemple 3 : transformation géométrique

I Réponses
2. De plus

AT b =

[
y1 . . . yn 0 . . . 0
0 . . . 0 x1 . . . xn

]


x′1 − x1
...

x′n − xn
y′1 − y1

...
y′n − yn


=

[∑n
i=1(x

′
i − xi)yi∑n

i=1(y
′
i − yi)xi

]

d’où

γ̂ =

[
α̂

β̂

]
=

 1∑n
i=1 y

2
i

0

0 1∑n
i=1 x

2
i

[∑n
i=1(x

′
i − xi)yi∑n

i=1(y
′
i − yi)xi

]
=


∑n
i=1(x

′
i − xi)yi∑n

i=1 y
2
i∑n

i=1(y
′
i − yi)xi∑n

i=1 x
2
i
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Que faut-il savoir ?

I Modéliser un problème d’estimation de paramètres à l’aide d’un problème
des moindres carrés ordinaires

I Déterminer la solution d’un problème des moindres carrés ordinaires à
l’aide du calcul d’une pseudo inverse ou d’une SVD

I Connâıtre l’existence de la méthode des moindres carrés totaux appelée
Total Least Squares ou Orthogonal Distance Regression (ODR).
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Pour aller plus loin

Régression robuste

Pour combattre la présence d’éléments aberrants (“outliers”), on peut utiliser
des méthodes de régression robuste. Par exemple, dans le cas où la variable de
sortie yi ∈ R est univariée (ou unidimensionnelle), on peut citer les méthodes
suivantes

I L1-norm regression or Least Absolute Deviation Regression

argmin
β
|yi − f(xi,β)|

correspond à une loi de Laplace pour le bruit εi tel que yi = f(xi,β) + εi.

I M Estimators
argmin

β
ρ (yi − f(xi,β))

où ρ est une fonction qui pénalise les fortes valeurs.
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Exemples de fonctions ρ
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Exemple de résultats (M estimateur avec fonction “soft `1”)
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