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Notation “Boite Noire”

Modéle de régression

f:R™xRP —R?
(x,B8) r—y=[(z.B)

» modele défini par la fonction f
> variables d’entrée & € R™ (covariables, régresseurs, variables explicatives)
» variables de sortie y € R? (réponses, variables expliquées)
> paramétres B € R?
Mesures

Yi = f(whﬂ)7 (XS {1) ,'IZ}

Probléme : comment estimer 3 a partir de (@1, ..., n) €t (Y1, ..., Yn) ?

4/ 33



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Modeles de régression

Modele linéaire

y=f(z,8)=C(x)B+ D(x)
avec C:R"™ — R? D :R™ — R? et B € RP.

Régression linéaire - erreurs de modele

A Vertical residuals: B Horizontal residuals: ~ C  Perpendicular
x independent, x dependent, residuals
y dependent y independent
y y y
X X X
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Erreurs de modele

Fonctions de colit

> Erreurs verticales : y; = B1z; + B2 + €;. Critére a optimiser
n
J(B) = (yi — Prwi — B2)°
1=1

Régression linéaire
» Erreurs horizontales : y; = 81(x; + €;) + B2. Critére a optimiser
n
JB) = (u —Ii)2
i=1 B
Régression non linéaire
> Erreurs orthogonales. Critére a optimiser

n n o L 2

Régression non linéaire
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Moindre carrés ordinaires (ordinary least squares)

Fonction de colit a optimiser

JB) = 23 Iy~ (i B8 € B
i=1

Dans le cas linéaire unidimensionnel, on a
yi = f(xi, 8) = C(x;)B + D(=x;) € R. Donc

J(B) = SIAB -~ B>, AR beR" B R

avec
C(x1) y1 — D(x1)
A= : ER™P b= : €R",
C(xn) Yn — D ()
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Cas linéaire

Fonction de colit a optimiser

J(B)= 5 AB b, A€RT beR" e R

Utilisation de la pseudo-inverse

JB) = S(AB-b)T(AB-b)
= 87T B - T AT+ b7,
Donc
2J(8)

=aTa)p-a"p

op
Sin > p et rang(A) = p, alors
Bois = (ATA)TATb=ATD
ot AT = (AT A)" 1 A7 est la matrice pseudo inverse de A.
Remarque : P = A(AT A)~' AT est une matrice de projection (elle vérifie P2 = P et
PT = P). Le terme ABQLS peut s'interpréter comme la projection de b sur |'espace engendré par

A (espace image de A) noté souvent R(A).
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Interprétation géométrique

Equations normales

Quand on annule le gradient de J(3), on obtient les équations normales
(ATA)B=A"b.

On peut retrouver ce résultat en remarquant qu’on cherche le point 3 tel que
AP est le plus proche de b. La solution de ce probleme est la projection
orthogonale de b sur I'espace image de A noté R(A) qui est telle que A3 —b
est orthogonal a R(A):

(Aw, AB — b) = 0,Yw < (w, AT (AB — b)) = 0,Yw

ce qui conduit a

AT (AB-b) =0 (ATA)B=A"b.
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Remarques

Calcul de la solution des moindres carrés

» Détermination de la pseudo-inverse : pour des problemes de dimensionalité
réduite. Le conditionnement de la matrice AT A est proche de (condA)?,
ce qui peut poser probleme pour de grandes valeurs de n et p.

» Utilisation de la SVD de A : solution trés précise mais lente en grande
dimension. Si la matrice A est de rang p, alors on a

P
N 1
Bsvp = E —_viu? b

o
i=1 "'

avec A=UZV"T ="  ocuv].

» Factorisation QR de A : si A est de rang p, on peut décomposer A sous
la forme A = QR, ou Q est une matrice orthogonale et R est une
matrice triangulaire supérieure, d'ou la solution

> Factorisation : A = QR
> Transformation du probleme en : RB = QTb. Résolution simple et rapide
car R triangulaire supérieure.

Avantage : plus rapide que la SVD.
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Rappels sur la décomposition en valeurs singulieres (SVD)

Sot X € R™*P avec n > p, alors la décomposition en valeurs singulieres ou SVD de X est
x =u=v”
avec
> U € R™*™ formée de n vecteurs propres orthonormés de X X
> V € RPXP formée de p vecteurs propres orthonormés de X X7

> 3 € R™*P est une matrice rectangulaire dont les éléments non nuls sur la diagonale sont les
valeurs singuliéres s1, ..., s, (les racines carrées des valeurs propres positives de XTX ou

de X X7T).
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Propriétés de la SVD

» Valeurs singulieres de X X7
rang(X) = p donc les ¢ — p plus petites valeurs propres de X X7 vérifient

Sp+1 = .. = Sn = 0.

» SVD de X7
SilaSVDde X est X = UXVT, alors XT = VXTU est la SVD de
x7.

» Meilleure approximation de rang k de X
Soit X € R™*? de SVD X = Y7, oyu;v; avec p = rang(X). Si k < p,

alors X, = Zle oiu;vl est la meilleure approximation de rang k de X,
ie.,
X — X|lp = arg min X — Xi|[r
an,

» Expression de la pseudo-inverse de X a I’ alde de la SVD
Soit X € R™*? de SVD X = Y7, oyu;v; avec p = rang(X) et n > p,

alors
-1
(X X = E —'vl
[eF)

1=1
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Moindre carrés totaux ou “Orthogonal Distance Regression (ODR)"

Fonction de colit a optimiser

JB) = llyi — f(@: — 8:;,8)[%, 8 € R™,BER, A >0
i=1

Cas particulier d'une fonction linéaire

yi:(mi—ai)T,@+qgﬂ+Q1+Ei

avec

Yi GR(qZ 1)7:131 ERmaﬁeRm(pzm)aqO eRmaql ERaei ER
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Moindre carrés totaux

Ecriture matricielle

(A+E)B=b+e

avec
z! +qq -6 Y1 —q —€1
A= ,E = ,b= LE =
z, +q5 -8 Yn — @1 —€n

Probléeme a résoudre

min [|[E €]||*

avec
(A+E)B=b+e, A EcR" ecR" beR”’

La résolution de ce probléme utilise la SVD de [A b].
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Solution des moindres carrés totaux

SVD de la matrice [A, b] de rang p+ 1

U1,p+1
. -1 i
Bsvp = ———— : (1)
Up+1,p+1 )
Up,p+1

avec [Ab] =UZV”T = 3P grupvl.
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Exemple 1 : Soldes

A I'approche des soldes, on considére les ventes de serviettes de plage chaque jour a partir de la
derniére semaine de juin. Tout d'abord, on constate que le premier jour, soit le lundi 21 juin,
seules deux serviettes ont été vendues. Au 4éme jour, 10 serviettes ont été vendues. On décide de
modéliser les ventes par la fonction f suivante :

f(t) = aVt + bt
avec (a, b) des réels et t > 0 exprimé en jours.
1. Résoudre le systeme linéaire permettant de satisfaire les ventes observées.

2. On remarque que le 9éme jour, 18 serviettes ont été vendues. Calculer 'erreur aux moindres
carrés obtenue avec le vecteur (a, b)T déterminé a la question précédente.

3. En posant 8 = [a, b]T, écrire sous forme matricielle le probléme aux moindres carrés a
résoudre a partir des données de I'énoncé pour les trois jours 1, 4 et 9, c'est-a-dire définir
A cR**? et d € R? tels que :

1 2
min —||AB —d 2
min, 21148 d] @

Donner la solution du probleme (2) en fonction de la matrice A et du vecteur d, sans
chercher a la calculer explicitement.
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Solutions de I'exemple 1

1. On a deux équations et deux inconnues t1 = 1, f(t1) =y1 =a+b=2et
to =4, f(t2) = y2 = 2a + 4b = 10 qui peuvent &tre regroupées dans un systéme

¢ D0~ )
0)- ()

2. Les données du neuvieme jour permettent d’obtenir une troisieme équation
y3 = 18 = 3a + 9b. L'erreur aux moindres carrés vérifie donc :
3
e? ="y — F()]* =02+ 0%+ [18 — (=1 x V9 + 3 x 9)]* = 36.

i=1

qui admet comme solution :

3. En considérant les données associées aux trois jours, on a

2=a+b
10 = 2a + 4b
18 = 3a + 9b

soit AB = d avec
1 1 o 2
A=12 4|,8= (b)’ etd= |10
3 9 18
La solution au sens des moindres carrés du probléme précédent est
B=ATAa)"tAa%4.
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Exemple 2 : transformation affine du plan

» Probleme
On cherche une transformation du plan notée T' permettant de
transformer des points (u;,v;) € R? en d'autres points (u},v]) € R Ce
probléme peut se ramener 3 déterminer les vecteurs a = (a1, az, a3)” et
b = (b1, b2,b3)7 tels que

u \ [ @
’U; - bl

» |llustration
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Exemple 2 : transformation affine du plan

> Questions
1. Montrer que ce probleme peut se formuler a I'aide d'un probleme de
régression linéaire arg ming ||AB — b||? avec B = (a1, a2, a3, b1, b2, b3)7 et
des matrices A et b que 'on précisera. On construira la matrice A de
maniére a obtenir une matrice diagonale par blocs.
2. Quelle est la solution de ce probleme ?
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Exemple 2 : transformation affine du plan

» Réponses

1. Ona ,
yz_( Y )=f<mi,ﬁ>:c<wi>ﬁ+d<wi)
1
avec
_( _|ui vi 10 0 O _
*i= ( v; )70(%) = [o 0 0 wu v 1] yd(@) = [O]
donc
up wvi 1 0 0 O u}
_ |un ve 10 0 -~ !
A=10 0 0 w w 1| O
0 0 0 u.n vn 1 v!
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Exemple 2 : transformation affine du plan

» Réponses

2. En posant
A0 by “ .
A:[o Al]’ :[b2]7 bi=|:1|, b2=|:
U, vy,

on obtient

8= |:(A¥‘A1)_1A1b1:|
(AfA1)71A1b2
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Exemple 3 : transformation géométrique 2D (recalage d'images)

» |llustration

(xy) )
Opératpn

’_>

Fig 1 - Recalage géométrique d'une image

Cls;‘l,l‘l’e’:;l.ent M e x'=x+ay
el ¢ y'=Bx+y

» Modélisation

r_ ZL‘/ _ 2 o T _ a
u —< ¥ )—f(u,’y)eR avecu_( ” ),—7_< 5 )
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Exemple 3 : transformation géométrique

» Questions

1. Ecrire le probléme d’optimisation permettant d’estimer le vecteur ~ en
considérant un ensemble de n points transformés par la méme transvection
2. Quelle est la solution de ce probleme ?
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Exemple 3 : transformation géométrique

» Réponses
1. Ona

W= =[5 23]+ 1]

donc en considérant n points, on a

3 yr 0 z1
m'In, — Yn 0 03 + In
vl 0 x| B Y1
Yr, 0 zn Yn
soit
i — T
bo |%h | _ A~
Y~
Yn — Yn
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Exemple 3 : transformation géométrique

» Réponses

1. Le probleme d'optimisation consiste donc a rechercher le vecteur ~ qui
minimise || A~y — b]|? :
1
min = || Ay — b
Y2
2. La solution du probléme précédent est
7=ATA)1ATb= A"
En utilisant la structure particuliére de A, on obtient
0
2
1T

En supposant 37 ;22 #£ 0 et > 1 | y2 # 0, on en déduit

AT A= :%1 yi2

T Av—1 Z”l v? 0
(ATA)™ = | =it T 1
PIHEREH
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Exemple 3 : transformation géométrique

» Réponses

2. De plus
) —x1
0 ... 0]lal = T (@ — )y
ATb _ Y1 Yn n n| _ —1 i)Yi
0 ... 0 =z ... zn| |¥i—wm Z?:l(yZ—yi)xi
Yn, — Yn
d’'ol
?:1(132 —T)yi
- 1 noy2
5= [9‘\} _ | T ? i1y — 2y _ 21
] Ty — ),
B 0 22 i1 (Y — yi)as Z?:1(y—l; — yi)zs
n 2
i=1%;

29/ 33



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Que faut-il savoir ?

» Modéliser un probleme d’estimation de parameétres a |'aide d'un probleme
des moindres carrés ordinaires

» Déterminer la solution d'un probleme des moindres carrés ordinaires a
I"aide du calcul d'une pseudo inverse ou d'une SVD

» Connaitre |'existence de la méthode des moindres carrés totaux appelée
Total Least Squares ou Orthogonal Distance Regression (ODR).
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Pour aller plus loin

Régression robuste

Pour combattre la présence d'éléments aberrants (“outliers”), on peut utiliser
des méthodes de régression robuste. Par exemple, dans le cas ou la variable de
sortie y; € R est univariée (ou unidimensionnelle), on peut citer les méthodes

suivantes
» Li-norm regression or Least Absolute Deviation Regression

arg min |yi — f (1, )

correspond a une loi de Laplace pour le bruit €; tel que y; = f(x:, 8) + €.

» M Estimators
arg Irgnp (yi — f(xi,3))

ol p est une fonction qui pénalise les fortes valeurs.
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Exemples de fonctions p

r=3
— linear
— huber
20 — soft_I1
— cauchy
— arctan
15
—~
&
~
X
10
5
Y 1 2 3] 3
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Exemple de résultats (M estimateur avec fonction “soft ¢1")

* o data

— true

6 — Isq

— robust Isq
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