
CORRECTIONS TDS TESTS NON PARAMÉTRIQUES

Décembre 2022

Exercice 1

• Énoncé : On observe les 10 valeurs suivantes pour X1, ..., X10

0.39 0.22 0.99 0.62 0.18 0.53 0.15 0.96 0.7 0.26

Proposez un test au niveau 5% pour tester l’adéquation à la loi uniforme U([0, 1]).

• Correction : le test de Kolmogorov est bien adapté à ce problème d’adéquation. La fonction de répartition
de la loi uniforme U([0, 1]) est F (x) = x1[0,1](x) + 1]1,+∞[(x). Donc la statistique du test s’écrit

xi 0.15 0.18 0.22 0.26 0.39 0.53 0.62 0.7 0.96 0.99

E−i 0.15 0.08 0.02 0.04 0.01 0.03 0.02 0 0.16 0.09

E+
i 0.05 0.02 0.08 0.14 0.11 0.07 0.08 0.10 0.06 0.01

Max(E+
i , E

−
i ) 0.15 0.08 0.08 0.14 0.11 0.07 0.08 0.10 0.16 0.09

Donc Dn = 0.16. Les tables donnent un seuil S10,0.05 = 0.4093, ce qui signifie qu’on accepte l’hypothèse
H0 avec un risque α = 0.05.

La syntaxe Matlab est pour une loi normale [H,P,KSSTAT,CV] =kstest(x,’Alpha’,0.05), et pour une loi uni-
forme [H,P,KSSTAT,CV] =kstest(x,’cdf’,[x’,unicdf(x,0,1)]’,’Alpha’,0.05) où x est une ligne contenant toutes
les données.
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Valeurs du seuil pour le test de Kolmogorov (un échantillon).
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Exercice 2

• Énoncé : Huit individus sont traités avec le soporifique S et huit autres individus avec un produit inactif I.
Pour chacun des 16 sujets, le temps de sommeil moyen après traitement a été enregistré : Xi représente le
temps de sommeil moyen pour l’individu i traité avec le soporifique (S) et Yj représente le temps de sommeil
moyen pour l’individu j traité avec le produit (I). On a observé (en minutes)

individus 1 2 3 4 5 6 7 8
xi(S) 578 568 548 478 458 538 618 548
yj(I) 430 360 430 570 490 480 380 400

1. Peut-on considérer que les deux échantillons sont indépendants ?

2. Peut-on conclure à l’efficacité du soporifique ? Proposez deux tests pour répondre à cette question.
Vous préciserez bien le modèle utilisé, les hypothèses testées, les statistiques de test utilisées, la zone
de rejet ainsi que les conclusions des deux tests proposés pour un niveau α = 5%.

• Correction

1. Les deux échantillons concernent des individus différents donc on peut supposer qu’ils sont indépen-
dants.

2. Une première approche pour tester l’efficacité du soporifique est de tester si les lois de xi(S) et de
yj(I) sont différentes ou pas. On peut alors utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov qui rejette H0 si

Dn,n =
1

n
max

j∈{1,...,2n}

∣∣∣∣∣2
j∑

k=1

αk − j

∣∣∣∣∣ > Sn,α

avec αk = 1 si la kème plus petite observation appartient à la suite y et αk = 0 dans le cas contraire.
Les deux échantillons ordonnés sont

y2 = 360 < y7 = 380 < y8 = 400 < y1 = 430 = y3 < x5 = 458 < x4 = 478 < y6 = 480

< y5 = 490 < x6 = 538 < x3 = x8 = 548 < x2 = 568 < y4 = 570 < x1 = 578 < x7 = 618

donc

– Variables αk

α1 = 1, α2 = 1, α3 = 1, α4 = 1, α5 = 1, α6 = 0, α7 = 0, α8 = 1

α9 = 1, α10 = 0, α11 = 0, α12 = 0, α13 = 0, α14 = 1, α15 = 0, α16 = 0

– Valeurs de
∑j
k=1 αk : 1, 2, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 8

– Valeurs de
∣∣∣2∑j

k=1 αk − j
∣∣∣ : 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 4, 5, 4, 3, 2, 1, 2, 1, 0

– Statistique de test : Dn,n = 5/8 = 0.625

– p-value : p = 0.0248
Donc on rejette H0 avec α = 0.05, ce qui signifie que le soporifique semble efficace.

– Si on se fixe un risque de première espèce α = 0.05, on trouve un seuil S0.05 = 4
8 < Dn,n = 5/8

donc on rejette l’hypothèse H0 avec un risque α = 0.05.

Remarques

– La commande Matlab est [h,p,ks2stat] = kstest2(y,x,’tail’,’larger’) (fonction de répartition de
l’échantillon y supérieure à celle de l’échantillon x) avec
x = [578, 568, 548, 478, 458, 538, 618, 548] et y = [430, 360, 430, 570, 490, 480, 380, 400]
car le test est unilatéral. Pour un test bilatéral, on utiliserait [h,p,ks2stat] = kstest2(x,y).
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Valeurs du seuil pour le test de Kolmogorov-Smirnov (deux échantillons de mêmes tailles n = m).
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3. Une deuxième approche consiste à effectuer un test de Mann-Whitney qui permet de tester si la loi
des xi de fonction de répartition G vérifie G > F , où F est la fonction de répartition des yj (ce qui
correspond à tester si les valeurs de xi sont supérieures aux valeurs de yj).

– Suite ordonnée z(.) = (360, 380, 400, 430, 430, 458, 478, 480, 490, 538, 548, 548, 568, 570, 578, 618)

– Médicaments associés
(y2, y7, y8, y1 = y3, x5, x4, y6, y5, x6, x3 = x8, x2, y4, x1, x7)

– rangs des yj
r1 = 4.5, r2 = 1, r3 = 4.5, r4 = 14, r5 = 9, r6 = 8, r7 = 2, r8 = 3 et W =

∑8
i=1 ri = 46

– Statistique de Mann-Whitney : Uobs = W − 8×9
2 = 10

– p-value : en utilisant l’approximation normale de la loi de Mann-Whitney avec correction conti-
nuité, on obtient

p-value = F

(
Uobs − E[U ]

σ

)
avec E[U ] = nm

2 − 0.5 et σ2 = nm(n+m+1)
12 et F est la fonction de répartition de la loi normale

N (0, 1). Après application numérique, on obtient p-value ≈ 0.012. Donc on rejette H0 (définie
par F = G) avec α = 0.05, i.e., on décide que le soporifique S a plus d’effet sur le sommeil que
le produit I, avec ce risque α = 0.05.

– Pour α = 0.05, les tables du test unilatéral de Mann-Whitney donnent un seuil S0.05 = 15 > U =
10, donc on rejette H0 avec ce risque α.

– Pour α = 0.05, les tables du test unilatéral de Wilcoxon (test unilatéral à gauche WS) donnent un
seuil S0.05 = 51 > W = 46, ce qui confirme le rejet de H0 avec ce risque α.

Remarques :

– Sous Matlab, la commande est [p,h,stats] = ranksum(y,x,’tail’,’left’) (car on calcule les rangs du
premier échantillon, ici y, et “left” indique qu’on cherche si les valeurs de yi sont inférieures aux
valeurs de xi).

– sous R, la somme des rangs est la statistique de Mann-Whitney, donc il faut retrancherm(m+1)/2
pour avoir U .
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Tables pour le test unilatéral à gauche de Mann-Whitney (Rejet de H0 si U < Sα). Pour un test bilatéral, les
valeurs correspondent à deux fois le risque. Par exemple, pour n = m = 7, le seuil Sα = 6 correspond à un

risque α = 0.01 pour un test unilatéral et à un risque 0.02 pour un test bilatéral.

6



Tables pour les tests unilatéraux à gauche et à droite de Wilcoxon (Rejet de H0 si W < Sα ou si W > Sα).
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Exercice 3

• Énoncé : Dans une usine, on a du mal à fixer le taux d’acidité des yaourts. En comparant ce taux pour 10
pots après 5 heures de fabrication au taux pour ces mêmes 10 pots juste au moment de la fabrication, on
obtient :

0h : xi 12.51 12.48 12.91 12.56 12.58 12.82 12.53 12.50 12.51 12.42
5h : yi 12.82 12.79 12.74 12.88 12.82 12.40 12.84 12.81 12.91 12.39

1. Peut-on considérer que les échantillons (X1, ..., Xn) et (Y1, ..., Yn) sont indépendants ?

2. On considère les variables Zi = Yi −Xi pour i = 1, ..., n. On supposera dans un premier temps que
les variables Zi sont i.i.d. de loi normale. Proposez un test, basé sur (Z1, ..., Zn) pour tester s’il y a eu
une variation significative du taux d’acidité.

3. On ne suppose plus que les Zi sont de loi normale et on introduit la variable

N =

n∑
i=1

1Zi≥0

Quelle est la loi de N sous l’hypothèse que la médiane des variables Zi est nulle ?

4. En utilisant la variable N , testez s’il y a eu une variation significative du taux d’acidité.

• Correction

1. Comme les deux échantillons correspondent aux mêmes pots à différents instants, on ne peut pas
supposer qu’ils sont indépendants. On parle d’échantillons appariés.

2. Si on peut supposer que les variables Zi = Yi−Xi sont i.i.d. normales, on peut faire un test de Student
avec les hypothèses H0 : m = 0 et H1 : m 6= 0, où m est la moyenne de Zi. Ce test est défini par

Rejet de H0 si Tn =

∣∣∣∣√n Z̄Sn
∣∣∣∣ > Sn,α

avec S2
n = 1

n−1
∑n
i=1

(
Zi − Z̄

)2
et Z̄ = 1

n

∑n
i=1 Zi, avec un seuil Sn,α = F−1n−1(1− α), Fn−1 étant

la fonction de répartition d’une loi de Student à n− 1 degrés de liberté. Quelques calculs numériques
permettent d’obtenir Tn ≈ 1.84 et S10,0.05 ≈ 2.228. On accepte donc l’hypothèse H0 avec α = 0.05,
ce qui signifie qu’il n’y a pas de variation significative du taux d’acidité après 5 heures.

3. Comme la médiane des Zi est nulle, on a P [Zi ≥ 0] = 1/2 et comme les variables Zi sont indépen-
dantes, N suit une loi binomiale B(n, 1/2).

4. On peut rejeter H0 si N > Sn,α. La table de la loi binomiale donne S10,0.05 ∈]7, 8[. Comme N =
7 < S10,0.05, on accepte l’hypothèse H0 avec le risque α = 0.05 et donc on en conclut que qu’il n’y a
pas de variation significative du taux d’acidité après 5 heures.
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Tables loi Student.
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Tables loi binomiale.
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Tables loi binomiale.
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Exercice 4

• Énoncé : On pèse 20 plaquettes de beurre pris au hasard dans une production normande. Les résultats, en
grammes, sont :

247.0 247.8 250.2 251.3 251.9 249.4 248.8 247.1 255.0 247.0
254.8 244.8 250.7 250.7 252.6 251.1 254.1 249.2 252.0 254.0

On suppose que le poids en grammes d’une plaquette de beurre de cette production peut être modélisé par
une v.a.r X . Peut-on affirmer que X suit une loi normale ?

• Correction : avec un nombre de données aussi faible, la superposition de l’histogramme et de la densité
de probabilité de la loi normale de moyenne m̂ = x̄ et de variance σ̂2 = 1

n−1
∑n
i=1 (xi − x̄)

2 est peu
informative, comme le montre la figure ci-dessous

x
240 242 244 246 248 250 252 254 256 258 260

H
is

to
g
ra

m
m

e

0

1

2

3

4

5

6

Il est donc plus judicieux d’appliquer un des tests de normalité du cours.

– Test de Lilliefors : la valeur de la statistique de test est Dn = 0.0912 et le seuil associé est S20,0.05 =
0.1920 donc on accepte l’hypothèse de normalité avec le risque α = 0.05 (la p-valeur vérifie p > 0.50).

La commande Matlab est x = [247.0, 247.8, 250.2, 251.3, 251.9, 249.4, 248.8, 247.1, 255.0, 247.0, 254.8, ...]
et [H,P,KSTAT,critval] = lillietest(x).

– Test de Shapiro-Wilk : la statistique du test de Shapiro-Wilk est SWn = 0.9698 tandis que le seuil
associé est S20,0.05 = 0.905 donc on accepte également l’hypothèse de normalité avec le risque α =
0.05 (la p-valeur est p = 0.7516).

La commande Matlab est [H, pValue, SWstatistic] = swtest(x, 0.05).
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Valeurs du seuil pour le test de Lilliefors.
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Valeurs du seuil pour le test de Shapiro-Wilk.
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Exercice 5

• Énoncé : Pour comparer la proportion de personnes atteintes par la grippe en ville et à la campagne, deux
échantillons ont été étudiés :

– sur 100 personnes habitant une grande agglomération, on a observé une proportion p0 = 0.24 de sujets
ayant eu la grippe.

– sur 100 personnes habitant à la campagne, on a observé une proportion p1 = 0.20 de sujets ayant eu la
grippe.

Selon vous, la proportion de sujets atteints par la grippe est-elle différente en ville et à la campagne ?

• Correction : il suffit d’effectuer un test du χ2 d’homogénéité pour déterminer si les deux lois définies sur
l’ensemble {Grippe, Non-grippe} sont identiques ou pas.

Ville Campagne Nk.
Grippe 24 20 44

Non-Grippe 76 80 156
N.l 100 100 n = 200

Les effectifs théoriques sous l’hypothèse H0 sont

Ville Campagne
Grippe 44×100

200 = 22 44×100
200 = 22

Non-Grippe 156×100
200 = 78 156×100

200 = 78

La statistique du test du χ2 d’homogénéité est donc

φ =
(24− 22)2

22
+

(76− 78)2

78
+

(20− 22)2

22
+

(80− 78)2

78
=

4

11
+

4

39
≈ 0.47.

Puisque (K − 1) × (L − 1) = 1, le seuil du test s’écrit Sα = F−11 (0.95) = 3.84 ( où F1 est la fonction
de répartition d’une loi du χ2

1). Donc on accepte l’hypothèse H0 avec le risque α = 0.05 (la p-valeur est
p = 1−F1(0.47) = 0.4947), i.e., on peut accepter que les proportions de sujets atteints par la grippe en ville
et à la campagne sont similaires. Remarque : la table indique que la p-valeur est dans l’intervalle ]0.2, 0.8[,
ce qui est suffisant pour prendre une décision avec les risques habituels α = 0.01 et α = 0.05.
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Table du χ2.

Exercice 6

• Énoncé : Une urne contient des boules de quatre couleurs différentes avec des proportions inconnues. On
tire au hasard 160 boules avec remise et l’on obtient les proportions suivantes sur l’échantillon observé :

Couleur Noir Rouge Jaune Vert Total
Effectifs observés 100 18 24 18 160

On rappelle que la loi multinomiale de paramètres (p1, ..., pK) est définie par

P [N1 = n1, ..., Nk = nK ] =
n!

n1! ... nK !
pn1
1 ... pnK

K ,

où n = n1 + ...+ nK est le nombre de tirages effectués.

1. Accepteriez-vous, au seuil α = 0.05, l’hypothèse que les proportions de boules noires, rouges, jaunes
et vertes soient respectivement 9/16, 3/16, 3/16 et 1/16 ? Soyez précis dans votre réponse : vous
donnerez la statistique de test ainsi que sa loi asymptotique sous l’hypothèse nulle et la zone de rejet.
En utilisant les tables de la loi du χ2, donnez un encadrement de la p-valeur du test réalisé.

2. On note N1, N2, N3, N4 le nombre de boules noires, rouges, jaunes et vertes. On souhaite préciser
l’inhomogénéité de la répartition, et tester s’il y a autant de boules rouges et jaunes que de vertes, i.e.,
le taux de boules de chaque couleur est de la forme (p1, p2, p3, p4) = (1 − 3θ, θ, θ, θ). En supposant
que (N1, N2, N3, N4) suit une loi multinomiale de paramètres (n, (p1, p2, p3, p4)) où n est le nombre
total de boules dans l’urne, déterminez l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.

3. Effectuez un test d’adéquation à la forme postulée pour la loi. Qu’en concluez-vous ?

16



• Correction

1. On peut effectuer un test du χ2 défini par

Rejet de H0 si φn =

K∑
k=1

(Zk − npk)2

npk
> SK,α

La statistique de test est donc

φn =

(
100− 160× 9

16

)2
90

+

(
18− 160× 3

16

)2
30

+

(
24− 160× 3

16

)2
30

+

(
18− 160× 1

16

)2
10

=
608

45
≈ 13.51.

Sous l’hypothèse H0, φn suit asymptotiquement une loi du χ2
3, donc

SK,α = F−13 (1− α)

où F−13 est l’inverse de la fonction de répartition d’une loi du χ2
3. Pour α = 0.05, on obtient

SK,α = F−13 (0.95) ≈ 7.81.

On rejette donc l’hypothèse que les proportions de boules noires, rouges, jaunes et vertes sont respec-
tivement 9/16, 3/16, 3/16 et 1/16. La p-valeur du test est la valeur de α telle que φn = 13.81 = SK,α =
F−13 (1−α) donc cette p-valeur est égale à 1−F3(φn) = 1−F3(13.51). En utilisant les tables, on en
déduit

p-valeur ∈]10−3, 5.10−3[.

2. La loi multinomiale de paramètres (n, (p1, p2, p3, p4)) est définie par

P [N1 = n1, ..., NK = nk] =
n!

n1!...nk!
pn1
1 ... pnK

K ∝ pn1
1 ... pnK

K

avec n =
∑K
k=1 ni. Avec (p1, p2, p3, p4) = (1− 3θ, θ, θ, θ), on a

P [N1 = n1, ..., NK = nk] ∝ (1− 3θ)n1θn2+n3+n4 = (1− 3θ)n1θn−n1

qui est maximum pour θ solution de

−3n1
1− 3θ

+
n− n1
θ

= 0⇔ θ =
1

3

(
1− n1

n

)
.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de θ est donc

θ̂ =
1

3

(
1− N1

n

)
où N1 est le nombre de boules noires. L’application numérique donne

θ̂ =
1

8
.

3. Dans le cas où on estime un paramètre, la loi asymptotique de φn sous H0 est une loi du χ2
K−2. Pour

α = 0.05, le seuil est donc
SK,0.05 = F−12 (0.95) ≈ 5.99.

La statistique de test est donc

φn =

(
100− 160× 5

8

)2
100

+

(
18− 160× 1

8

)2
20

+

(
24− 160× 1

8

)2
20

+

(
18− 160× 1

8

)2
20

=
6

5
= 1.2.

Donc on accepte l’hypothèse que le taux de boules de chaque couleur est de la forme (p1, p2, p3, p4) =
(1− 3θ, θ, θ, θ) avec θ = 1

8 .
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Exercice 7

• Énoncé : À une élection, deux candidats se présentent : N. S. et S. R. On demande aux 500 électeurs
sondés leur opinion politique (i.e., leur choix à la future élection) mais aussi leur appartenance sociale
(Rentiers/Actifs/Retraités). On obtient les résultats suivants :

N. S. S. R. Somme
Rentiers 40 100 140
Actifs 140 210 350

Retraités 77 23 100
Somme 257 333 590

L’opinion politique dépend-elle de l’appartenance sociale ?

• Correction : on demande de tester l’indépendance entre l’opinion politique et l’appartenance sociale des
votants. On peut faire ce test à l’aide d’un test du χ2 d’indépendance. Le test du χ2 d’indépendance rejette
H0 si

In =

K∑
k=1

L∑
l=1

(
Nk,l − Nk,.N.,l

n

)2
Nk,.N.,l

n

> SK,L,α

Pour cet exemple, la statistique de test vaut

In =

(
40− 140×257

590

)2
140×257

590

+ ...+

(
23− 100×333

590

)2
100×333

590

≈ 60.82.

Le seuil de décision vaut Sα = F−12 (0.95) = 5.99 où F2 est la fonction de répartition d’une loi du χ2
2 car

(K−1)×(L−1) = 2. On rejette doncH0 avec le risque α = 0.05 et donc on décide que l’opinion politique
dépend de l’appartenance sociale avec un risque α = 0.05 (la p-valeur vaut p = 6.22× 10−14).

Exercice 8

• Énoncé : Dans une université, les élèves sont répartis en deux groupes de cours appelés CM1 et CM2. Tous
les élèves sont invités à se prononcer pour ou contre la suppression des cours en amphi. Les résultats sont
les suivants

Pour Contre
CM1 20 80
CM2 40 60

On note Xi ∈ {0, 1} l’avis du ième élève (avec Xi = 1 si le ième élève est pour et Xi = 0 s’il est contre).
De même, on note Yj ∈ {0, 1} le cours du jème élève avec Yi = 1 si le ième élève est dans le CM1 et
Yj = 0 s’il est dans le CM2.

1. Existe-t-il un lien entre l’appartenance d’un élève à l’un des deux groupes de cours et sa décision
concernant la suppression des cours en amphi ?

2. Les variables (X1, ..., Xn) et (Y1, ..., Yn) ont-elle la même loi ?

• Correction : Pour déterminer le lien entre les les variablesXi et Yj , on peut faire un test du χ2 d’indépendance.
Le tableau de contingences pour ce problème est

Pour Contre Nk,
CM1 20 80 100
CM2 40 60 100
N.l 60 140 200

Le test du χ2 d’indépendance rejette H0 si

In =

K∑
k=1

L∑
l=1

(
Nk,l − Nk,.N.,l

n

)2
Nk,.N.,l

n

> SK,L,α
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Pour cet exemple, la statistique de test vaut

In =

(
20− 100×60

200

)2
100×60

200

+

(
80− 100×140

200

)2
100×140

200

+

(
40− 100×60

200

)2
100×60

200

+

(
60− 100×140

200

)2
100×140

200

soit
In =

100

30
+

100

70
+

100

30
+

100

70
≈ 9.52.

Le seuil de décision vaut Sα = F−11 (0.95) ≈ 3.84 où F1 est la fonction de répartition d’une loi du χ2
1 car

(K − 1) × (L − 1) = 2. On rejette donc H0 avec le risque α = 0.05 ce qui signifie qu’il y a un lien entre
l’appartenance d’un élève à l’un des deux cours CM1 et CM2 et sa décision.

• Pour répondre à cette question, on peut utiliser un test du χ2 d’homogénéité. Le tableau de contingences
pour ce problème est

Xi Yj Nk,
0 60 100 160
1 140 100 240
N.l 200 200 400

La statistique du test d’homogénéité associé est

In =

(
60− 160×200

400

)2
160×200

400

+

(
100− 160×200

400

)2
160×200

400

+

(
140− 240×200

400

)2
240×200

400

+

(
100− 240×200

400

)2
240×200

400

,

soit
In =

400

80
+

400

80
+

400

120
+

400

120
≈ 12.67.

Le seuil de décision vaut Sα = F−11 (0.95) ≈ 3.84 où F1 est la fonction de répartition d’une loi du χ2
1 car

(K − 1) × (L − 1) = 2. On rejette donc H0 avec le risque α = 0.05 ce qui signifie que les variables
(X1, ..., Xn) et (Y1, ..., Yn) n’ont pas la même loi.
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Fonction de répartition de la loi normale N (0, 1).
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Valeurs du seuil pour le test de Lilliefors.
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Coefficients et seuil du test de Shapiro-Wilk.
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Table du χ2.
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Tables pour le test bilatéral de Mann-Whitney.
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