CORRECTION EXAMEN PROBABILITES - 1SN Lundi 21 octobre 2024 (8h00-9h30)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: Changement de variables continues (8 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de densités

1. .
_f ssize]—1,1] [ 2ysiy€]0,1]
plz,.) = { 0 sinon et pluy) = 0 sinon

1. Déterminer la densité du couple (X,Y") et représenter graphiquement le domaine sur lequel elle
est non nulle.
En utilisant I’indépendance des variables X et Y, on peut déterminer la densité du couple (X,Y")

p(w,y) =p(x,.) x p(,y) = {ySI( ©y) €= 1,110, 1]

0 sinon

2. On définit les deux variables aléatoires Z = % et T'= X. Quelle est la loi du couple (Z,T") ? (on
accordera une attention particuliere au domaine de définition de ce couple que 1’on représentera
graphiquement).

Le changement de variables est clairement bijectif car

Z=% _. | X=T
T'=X Y =2ZT
Le Jacobien du changement de variables est

Y
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)
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-

On en déduit la densité du couple (Z,T) :

[ 9(z,t) =tz x [tIa(2,1) |

ou A est le domaine de définition du couple (Z, T) qu’il convient de déterminer. Pour déterminer
ce domaine, on peut faire comme suit

“l<z<l1 —1<t<1 0<t<1 -1<t<0
0<y<l 0<z2t<l 0<z<1i 1<z<0

Le domaine en question est illustré sur la figure 1.

3. Déduire de la question précédente la loi marginale de Z (on pourra vérifier que I’intégrale de cette
densité est égale a 1 pour éviter une éventuelle erreur de calcul).
D’apres la figure, la loi marginale de Z est définie sur R et on a

fo (z,t)dtsiz>1

fo (2,t)dtsi0 < z<1

g@»z/wmmz
. fi)lg(Z,t)dtSI _]-SZSO

f1 (z,t)dt si z < —1



Figure 1: Représentation graphique du domaine du couple (Z,T).
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On vérifie que I'intégrale de cette densité vaut 1. En effet

< 1 o L -1 1 1 1 1
Yz = | —-d Zd 2 —dr=c 44—l
/Rg(z’)z /1 3z22+/032+/13 Z+/oo3z2z 576763

4. Déterminer la covariance du couple (Z,T') (on pourra utiliser le lien entre les variables Z et T et
les variables X et V). Les variables aléatoires Z et T' sont-elles indépendantes ?
La covariance du couple (Z, T') est définie par

Y
cov(Z,T) = E[ZT| - E[Z|E[T|=E[Y| - FE [Y} E[X].
En utilisant I'indépendance entre X et Y, on obtient
1
cov(Z,T) = E[Y] - E[Y]|E [f] E[X].

Mais E[X] = 0et E[Y] = [ 2y%dy = 2, donc

cov(Z,T) = E[Y] = g

Comme cov(Z,T) # 0, les variables Z et T ne sont pas indépendantes.



Exercice 2 : Vecteurs Gaussiens (6 points) (inspiré d’un exercice de D. Pastor et C. Sintes)

s . T . .
On consideére un vecteur Gaussien X = (X7, X3)" de vecteur moyenne nul et de matrice de covariance

2=(0s 1)

avec p €] — 1, +1].

1. (Ipt) On admet que les valeurs propres de la matrice X sont A\ = 2 + /1 +3p2 et Ay = 2 —
V14 3p2. Pourquoi doit-on imposer la condition p €] — 1,+1[ pour que X soit un vecteur
gaussien ?

Pour que X soit un vecteur Gaussien, il faut que la matrice 32 soit symétrique définie positive, ce
qui est vérifié si ces deux valeurs propres sont strictement positives, soit

2+ V1+3p2>0et2—+/1+3p2>0.

La seconde condition impose p? < 1 soit p €] — 1, +1].

2. (2pts) Déterminer les variances des variables X et X notées var(X) et var(X32), et la covariance
du vecteur X notée cov(X1, X2). En justifiant proprement votre réponse, indiquer la valeur de p
pour laquelle les variables X7 et X5 sont indépendantes.

Puisque
> _ var(X1) cov(X1, Xo)
~\cov(Xy, Xy)  var(Xo) ’

onavar(X;) = 3, var(Xs) = 1 et cov(X1, X2) = pv/3. Pour un vecteur Gaussien, indépendance
et covariance nulle sont des propriétés équivalentes. Donc X; et Xo sont indépendantes si et
seulement si p = 0.

3. (2pts) On construit les deux variables aléatoires Y7 = %X 1 —XgetYy = %X 1 + Xo. Quelle
est la loi du vecteur Y = (Y7, Y3)T ?

OnaY = AX avec
-1
A:< 1 )

Comme la matrice A est de rang 2, le vecteur Y est gaussien. Le vecteur moyenne de Y est

Sl

E[Y] = E[AX] = AE[X] — < 8 ) .

1_1>x<i¢é fﬁ)(

Des calculs élémentaires permettent d’obtenir

_(2(0=p) O
BlYY'] = ( 0 2(1+p) )

et sa matrice de covariance est

LS
TS

ElYYT| = AxAT = (

Shsh

a

4. (1pt) Déterminer les lois marginales des variables Y] et Ys. Les variables aléatoires Y; et Y5 sont-
elles indépendantes (justifier votre réponse avec soin) ?
Les lois marginales d’un vecteur gaussien sont gaussiennes. En regardant la matrice de covariance
de Y, on en déduit Y7 ~ N(0,2(1 — p)) et Yo ~ N(0,2(1 + p)). Puisque Y est un vecteur
gaussien et que cov(Y7,Ys) = 0, les variables aléatoires Y; et Y5 sont indépendantes.



Exercice 3 : Cumulants d’une variable aléatoire réelle (6 points)

On rappelle que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire réelle X est définie par
M X( )=F [ ], t € R et que le développement de Taylor de la fonction e* au voisinage de x = 0 est

+
= i 4
1. (2pts) Rappeler comment on peut obtenir les moments m;, = E[X*] de la variable aléatoire X
a partir de Mx (). Déterminer la fonction Mx (t) pour une loi de Poisson de parametre \ et
retrouver 1’expression de la moyenne m; = E[X] et du moment d’ordre my = E[X?] de cette loi

de Poisson.
A partir du développement de Taylor de e*, nous avons vu en cours que

O M ()
ot

mp =

t=0

La fonction caractéristique d’une loi de Poisson est
E [eitX] = exp [)\ (eit — 1)] .

Donc Mx (t) = exp [A (e' — 1)]. On en déduit

DM (t)
= PO e[ (-1} =
et
0’ Mx ()
me = CEO| et enp 3 (- 1))+ e [ ¢ = ]y = N A

2. (2pts) On appelle fonction génératrice des cumulants la fonction C'x (t) = In[Mx (¢)] qui admet
généralement un développement de Taylor autour de ¢ = 0 de la forme

Cx(t) =In[Mx(t ZI{ka',

ou les coefficients xkx , k > 1 sont appelés cumulants de la variable aléatoire X. En utilisant
les tables de lois et en remarquant qu’on obtient Mx (¢) a partir de la fonction caractéristique en
remplacant ¢ par —it, déterminer C'x (t) pour une loi de Poisson et pour une loi normale. En
déduire les cumulants d’une loi de Poisson et d’une loi normale.

Pour une loi de Poisson, on a

Cx(t) =In[Mx(t)] =A(e' =1) =AY ﬁ.

Tous les cumulants d’une loi de Poisson sont donc égaux a \.
Pour une loi normale N'(m, c?), on a

242
Mx (t) = exp (mt + 02>

d’ou
o2t?
Cx(t) = My (1)) = mt + ——.

Les deux premiers cumulants d’une lois normale sontdonc Kx,1 = m, Kx 2 = o2 et tous les autres
cumulants sont nuls.



3. (1pt) En s’inspirant de la premiere question, expliquer comment déterminer les cumulants d’une
variable aléatoire X par dérivations successives de C'x (t).
Par dérivations successives de C'x (¢), on obtient

A C'x (¢)

KXk = —F5 .
' otk -,

4. (1pt) On considere deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y et on construit 7 =
X +Y. Déterminer la fonction génératrice des cumulants de Z en fonction de C'x (t) et de Cy (%).
En déduire comment déterminer les cumulants de Z en fonction de ceux de X etde Y.

Comme ¢Z = XY = ¢XeY ona

Mx 1y (t) = Mx (t)My(t),

d’ou
Cx4y (t) = In[Mx 4y (t)] = In[Mx (¢)] + In[My (t)] = Cx (t) + Cy (t).

Comme
Cx ( -I-CY Z”Xk +ZI€Yk

on en déduit
Kzk = KXkt Ky, Vk > 1.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

pr = P[X = k] Plom = P[X1=Fk1,...; Xon = ki
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LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

LOI Densité de probabilité Moyenne Variance Fonction Caractéristique
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2 _ 1t 9 1
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1
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