CORRECTION EXAMEN PROBABILITES - 1SN
Lundi 20 octobre 2025

Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Changement de variables discrétes (5 points)

Soient X et Y deux variables aléatoires binaires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre
p €]0, 1 définies sur I’ensemble a deux éléments {0, 1}. On rappelle que

PIX=1=P[Y =1 =petP[X =0 =P[Y =0] =q=1—p.

1. Déterminer la fonction caractéristique de U = X 4 Y et en déduire la loi de U.
La fonction caractéristique de U vérifie

ou(t) = E [eitU] —E [eitXeitY] — ox(t)oy (1),

ou on a utilisé I’'indépendance entre les variables X et Y. Les tables permettent d’obtenir
u(t) = (pe" + q)’

qui est la fonction caractéristique d’une loi binomiale B(2, p), donc U ~ B(2,p).

2. Déterminer la loi du couple (U, V') avec

U=X+Y
V=X
La loi du couple (X, Y") est définie par
P[X=0Y=0] = P[X=0P[Y =0]=¢
PX=1Y=0 = P[X=1P[Y=0=pg
PIX=0Y=1 = P[X=0PY=1=pq
P X=1,Y=1] = P[X=1]P[Y =1]=p"
Le changement de variables proposé est bijectif avec
PU=0,V=0 = PX=0Y=0]=¢
PU=1,V=0 = P[X=0Y=1]=pq
PU=1V=1] = P X=1,Y=0=pq
PU=2V =1 = P[X=1Y=1]=p%

3. Déterminer la loi marginale de U a partir de la loi du couple (U, V) et retrouver le résultat de la
premiere question.
La loi marginale de U s’obtient a partir de celle du couple par sommation puisque P[U = w;] =
>-; PlU = u;,V = Vj]. On en déduit

PU=0] = PU=0,V=0]=¢
PU=1 = PU=1V=04+P[U=1,V=1]=2pq
PlU=2] = PlU=2V=1]=p



ce qui peut s’écrire

2
PIU =K = (k)pkf—’a ke {0.1,2).

On retrouve les probabilités d’une loi binomiale B(2, p).

. Déterminer le coefficient de corrélation du couple (U, V).
Le coefficient de corrélation du couple (U, V') est défini par

cov(U, V)
oyoy

ol oy = /2pq et oy = ,/pq sont les écart-types d’une loi binomiale B(2,p) et d’une loi de
Bernoulli Be(p). De plus

cov(U,V)=E[UV] - E[U|E[V] = E[(X +Y)X] — E[X + Y|E[X] = var(X) = pg.

Donc

pg V2

p=—F— .
V2pq X pq 2

. Déterminer la fonction de répartition de U et représenter la graphiquement pour p = q = %

La fonction de répartition de U notée F' est une fonction en escaliers définie par

Osiz <0
2 .
q°siz €]0,1]
PU = )
U <al q* +2pgsiz €]1,2]
lsixz>2
Elle est représentée ci-dessous pour p = q = %
Foo 1 E—

Figure 1: Représentation graphique de la fonction de répartition de la variable U.



Exercice 2 : Changement de variables continues (7 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois gamma I'(a, 6) et I'(b, 6), i.e., de
densités

0* ,.a—1_—0x ; 0 b—1_,—0y
p(ﬁ,.)Z{ F(a')m e "siz >0 ot p(.,y)z{ F(b)y e Ysiy>0
0 sinon 0 sinon

1. Déterminer la densité du couple (X,Y") et représenter graphiquement le domaine sur lequel elle
est non nulle.
Comme les variables X et Y sont indépendantes, la densité du couple vérifie p(x, y) = p(z, .)p(.,y).
Elle est donc définie sur le domaine |0, +00[x]0, +o00[ et on a

a+b .l g .
p(z.y) = %x“_lyb_le”(“’y) siz >0,y >0
' 0 sinon

2. On définit les deux variables aléatoires S = X + Y et T = XLJFY Quelle est la loi du couple
(S,T) ? (on accordera une attention particuliere au domaine de définition de ce couple que 1’on
représentera graphiquement).

Le changement de variables est clairement bijectif car

S=X+Y X =8T
T =%y Y =S5(1-1T)

Le Jacobien du changement de variables est
oxX oY

1= B |-
ar 9T

On en déduit la densité du couple (Z,T) :

eaer

‘ g(s,t) = o gatb—lga=l(] _ )b=le=0sy, (g ¢) ‘

ou A est le domaine de définition du couple (.5, 7") qu’il convient de déterminer. Pour déterminer
ce domaine, on peut faire comme suit

x>0 st >0 s>0,t>0 ou s<0,t<0
y>0 s(1—t)>0 1-t>0 1-t<0

Les conditions liées au second domaine sont incompatibles (¢ < 0 et ¢ > 1) donc le domaine se
réduit a
s>0ett€]0,1].

3. Montrer que la densité de (S, T") s’écrit comme le produit d’une densité de loi gamma et d’une
densité de loi beta dont on déterminera les parametres. En déduire les lois marginales de S et de
T. Les variables aléatoires .S et T" sont-elles indépendantes ? En déduire sans faire de calculs les
moyennes et variances de S et 7" notées E[S], E[T], var[S], var[T] et cov(S,T).

En regardant les tables, on observe que la densité du couple (S,T') est le produit de la densité
d’une loi gamma G(a + b, #) et de la densité d’une loi beta B(a, b). Donc la détermination des lois
marginales se fait simplement par intégration de la loi du couple :

0a+b a+b—1_—0s
f(s,.) = /Rf(s,t)dt = ms e I]o,+<>o[(5)

3



et

_ _ F(a + b) a— _ £\b—
fi,t) = /Rf(s,t)ds = 7F(a)F(b)t Y1 =) ng (1)
On en déduit b —|—b
a a
E[S] T,Var[S] =5
et
ab

Bl = vl = o

Comme f(s,t) = f(s,.)f(.,t),¥(s,t), les deux variables S et T" sont indépendantes et donc

cov(S,T) = 0.
4. Montrer que
> X B E[X]
X+Y| E[X]+E[Y]
Que pensez-vous de ce résultat ?
One X BIX] BlX] o
a 7 a
- E T — t = = 0 =
{X%—Y} 7] cH—be EX]+E[Y] EI[S] ‘17“’ a+b’
donc
B X B E[X]
X+Y| EX]+EY]

Ce résultat est surprenant car la moyenne du rapport de deux variables aléatoires differe en général
du rapport des moyennes !!

5. On veut vérifier que la loi de S obtenue a la question précédente est correcte. Déterminer la
fonction caractéristique de S en fonction de celles de X et de Y et conclure.
La fonction caractéristique de S est :

és(t) = E [eitS] —E [eitXeitY] = dx()py(t) = (1 —1it§)a (1 _1~tt)b - (1 ,1t)a+b
(2% — Uy

qui est la fonction caractéristique d’une loi gamma G(a + b, 0) et donc S ~ G(a + b, 0).

Exercice 3 : Vecteurs gaussiens (7 points)

Dans cet exercice, les lettres majuscules en gras sont associées a des matrices tandis que les lettres
minuscules en gras indiquent des vecteurs. On considére un vecteur Gaussien v = (X,Y)T de vecteur
moyenne m,, = (0,0)” et de matrice de covariance

10
==(5 1)

et on cherche a construire a partir de ce vecteur v un autre vecteur gaussien w de vecteur moyenne
my, = (1,2)7 et de matrice de covariance

1 r
zo= (1 7)

avec |r| < 1 (on admettra que les valeurs propres de la matrice ¥, sont \; = 1 —r et Ay = 1+ 7). Pour
ce, on considere la transformation w = Awv + b ou A est une matrice de taille 2 x 2 et b est un vecteur
de R2.



1. Expliquer pourquoi la condition |r| < 1 doit étre vérifiée.
Pour que la matrice 3., soit définie positive, il faut que ses deux valeurs propres soient positives,
d’ou la condition |r| < 1.

2. Sous quelle condition le vecteur w = Awv + b est-il un vecteur gaussien ?
11 faut que la matrice A soit de rang maximum, c¢’est-a-dire de rang 2.

3. En utilisant la relation w = Av + b, déterminer F|w] et en déduire le vecteur b recherché.
Ona
Elw] = AEv]+b=0b,

car le vecteur v est de moyenne nulle. Donc
1
- < ! ) |

4. En utilisant la relation w = Av + b, déterminer la matrice de covariance de w en fonction de la
matrice A. En écrivant la matrice A sous la forme

@
0 v
déterminer des réels «, (3 et v répondant au probleéme posé.
D’apres les résultats du cours, la matrice de covariance de w s’écrit

Y = AZ, AT = AAT

puisque 35, est la matrice identité. En remplagant A par son expression, on obtient
_— ( a2+ B By >
By v

Apres identification avec la matrice recherchée, on en déduit

a2+ p2=1
By=r
v =1.

Une solution est donc
oa=+1-—r7r2
B=r
v=1.

5. Quelle sont les lois des variables aléatoires 7 = 2X +Y +3etU = X2 +Y?2?
T est obtenue par transformation affine du vecteur (X, Y)7 a I’aide de la matrice M = [2 , 1].
Puisque cette matrice est de rang 1, 7" suit une loi normale de moyenne E[T] = 2E[X]| + E[Y] +
3 = 3 et de variance Var(T) = MX,M7T = 5. D’aprés un résultat du cours, U suit une loi du
khi deux a deux degrés de liberté.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

pr = P[X = k] Plom = P[X1=Fk1,...; Xon = ki
LOI Probabilités Moyenne Variance Fonction Caractéristique
_ 1 it itn
E= = e (l—e
Uniforme p n "TH % (7%)
ke{l,..,n} n(l—e")
pp=P[X=1]=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pe +q
pe0,1] ¢g=1-p
o pe = ()Pt "
Binomiale it n
pel0,1] g=1-p np npq (pe’ +q)
B (n,p) " o
ke{0,1,...n},(}) = Al
pr= ("5 Pt
Binomiale [ ] q q P "
pel0,l] g=1-p n- 2 T it
négative S P P L—get
keN,(p) = Kkl
P1,...om = 7k1!.7!,€m!plf1...pﬁlm Variance :
i€ |0,1 i=1—p; np;q; AT
Multinomiale pi €01 g bi np;j Pidi (Z;nzl pje”)
k; €{0,1,...,n} Covariance :
doakj=n Ylipi=1 —nP;Pk
)\k
Poisson Pk = e A .
k! A A exp [)\ (e” — 1)]
P(X) A>0 keEN
pe = pg" ! ,
o 1 q pe
Géométrique pE [07 1] g=1-p 5 p—Q 1—7qeit
k e N*




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

LOI Densité de probabilité Moyenne Variance Fonction Caractéristique
_ 1 - ~
Uniforme f@) =53 ath (b;g)2 eith — gita
x € a,b] it (b—a)
_ 0¥ —Ox, -1
f(z)= T
Gamma 0>0,v>0 v v 1
G (v,0) 23>0 0 02 (1—ig)"
avec'(n+1)=n!VneN
v _6
f(z)= %e E=r=a
Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 02 .
=1 S1V > 1 —D2—2) siv > 2 Expression compliquée
ZG(v,0) x>0
avec'(n+1)=n!VneN
Premiere loi f( ) 1 —|a] cR 0 5 1
xTr) = 56 , T 2
de Laplace 1+t
Normale univariée _(@=m)? ) 242
( 2 f@) =~ 127re 222, zeR m o? eimt= g~
N (m,o
f (@) = Ke-3@m) > (-m)
Normale multivariée 1 m > eiuTm— % WIS
N,y (m, %) T/ (2m)Pdet(T)
zeR?
Khig f(x) = ke 222!
2 1 2 1
= TN v v —
qu 1 22T (%) (1 - 2it)2
I'(5.3) veN* >0
1
f () = :
Cauchy s (1 + (%) ) o © ez‘at—)\It\
Char A>0, a€R
fl@)=ka "t (1—a)"
_ D(atd) _
Beta k= F(;;F(b)’ 'n+1)=n!VneN a ab B ) ous
B( b) - 0 b - 0 m m Xpression compliquee
a7 a )
xz€]0,1]
f @)= e
Pareto ab o2b
Pla.b) a>0,06>0 -1 (SR Expression compliquée
a7

x € Ja, +00]




