EXAMEN PROBABILITES - IMF2E
10 Janvier 2022

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 (7 points)

On considere une variable aléatoire X de loi de Poisson de parametre A, i.e., X ~ P(A) et une
variable aléatoire Y telle que Y| X = n suit une loi binomiale de parametres n et p = %, ie, Y|X =
n~DB (n, %)

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

(X,Y) est un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans N? tel que

P[X=nY =k = P[Y=kX=

n
N 0 N
P (k,n) €{0,...,n} x

> e, (k,n)€{0,..,n} x N

Ipt expression, 1pt domaine

2. Montrer que Y suit une loi de Poisson P (%)
On a pour tout k € N

On reconnait une loi de Poisson de parametre % re,Y ~P (%) 2 pts

3. Montrer que E[XY] = £A(1+4 \) (on pourra utiliser le théoréme des espérances conditionnelles).
D’apres le théoreme des espérances conditionnelles

BIXY] = Ex{By[XY|X]} = Ex{XEy[Y|X]} = Bx {X 9 )2(} - BIX?)

En effet comme la loi de Y|X = n est une loi binomiale B (n, %), son espérance est Ey [Y|X =
n X

nl=7%5=5.
Comme X suit une loi de Poisson de parametre A, on en déduit
E[X?] = var[X] + E?[X] = A + )2
d’ou N
pxy] = 20N

2 pts



4. Déterminer a tel que la covariance du couple (X, Z = X + aY') soit nulle.
D’apres ce qui précede, on a

E[X]:/\etE[Z]:)\+a%:/\(1+%).

de plus
A1+ A
E[XZ] = E[X?|+ aE[XY] =X+ )\ +a [(;)} :
On en déduit

cov(X, Z) = E[XZ] — E[X|E[Z] = A [1 + g} .

La covariance du couple (X, Z) est donc nulle si et seulement si a = —2.1 pts

Exercice 2: Loi du produit de deux variables aléatoires de lois uniformes (7 points)

On considére un couple de variables aléatoires indépendantes (X, Y") telles que X suit une loi uniforme

sur I'intervalle ] - %, % [ et Y suit une loi uniforme sur I’intervalle |0, 1]. L’objectif de cet exercice est de

déterminer la loi de la variable aléatoire Z = XY et de vérifier quelques propriétés de cette loi.

1. Déterminer la densité du couple (Z,T) avec Z = XY etT =Y en prenant soin de déterminer le
domaine de définition du couple.
Le changement de variables est clairement bijectif car

Z=Xy __ [X=7%
T=Y Y=T
Le Jacobien du changement de variables est

0X

oX oY 1
% |-
oT

J:

oT

En utilisant I’indépendance entre les variables X et Y, on obtient facilement la densité du couple
(X,Y):

’ p(r,y) = I]fl 2,1 2[(35) X I]O,l[(y) ‘

ol [j_y /2,1 /2((x) est la fonction indicatrice sur I'intervalle | - 1/2, 1/2[ égalea 1 siz €] —1/2,1/2]
et 0 sinon. On en déduit la densité du couple (Z,T) :

’ g(z,t) = %IA(Z?t) ‘

ou A est le domaine de définition du couple (Z, T") qu’il convient de déterminer.
Le domaine A est I'image de | — 1/2,1/2[x]0, 1| par le changement de variables. Pour déterminer
ce domaine, on peut faire comme suit

1 1 1 z 1 t
—§<l'<§ —§<?<§ —§<Z<§
O<y<l1

qui est I’intérieur d’un triangle délimité par les droites z = % , 2
3 pts



2. Déterminer la loi marginale de Z = XY (on prendra bien soin de déterminer le domaine de
définition de la densité de 7).
D’apres le domaine du couple (Z,T), la variable aléatoire Z est a valeurs dans | — 1/2,1/2[. De
plus
1 .
Qz% 5126]07%[

f—IQZ% size|—35,0]

c’est-a-dire
—In(22) siz € ]0,%]

—In(—2z)siz€]-1,0]

soit

(90 ) = —mEEN Iy ()|

11
272

2 pts

3. Déterminer la covariance du couple (Z, T') notée cov(Z,T'). Les variables aléatoires Z et T sont-
elles indépendantes ? Ce résultat est-il en accord avec la valeur de cov(Z,T) ?
En utilisant I’'indépendance entre les variables X et Y, on a

E|Z] = E[XY] = E[X]E[Y] = 0 x % — 0 et B[T] = E[Y] = %

de plus
E[ZT) = E[XY? = E[X|E[Y?] =0 x E[Y? =0.

Donc la covariance du couple (Z, T") est nulle. Comme le domaine du définition du couple (Z,T')
n’est pas une réunion de pavés, les variables Z et 1" ne sont pas indépendantes mais on sait bien
que deux variables aléatoires peuvent étre dépendantes et avoir une covariance nulle.

2 pts

Exercice 3: Vecteurs Gaussiens (6 points)

On considere un vecteur Gaussien V' = (X, Y)T de vecteur moyenne nul et de matrice de covariance
1
2 B ( p > ’
p 1

1. Pourquoi doit-on imposer la condition p €] — 1, +1[ pour que V' soit un vecteur gaussien ?
La matrice de covariance d’un vecteur Gaussien doit étre symétrique, définie et positive. Les
valeurs propres A de la matrice 3 vérifient

avec p €] — 1, +1].

I-X »p _ 2 2 _ _
‘,0 1_)\'—(1 AN =—p"=0 < A=1xp.
Pour que la matrice X soit définie positive il faut que ses valeurs propres soient strictement posi-
tives d’olt
p€l—1,+1[.
1 pts



2. Onpose Z; = 34X et Z, = X=X Quelle est la loi du vecteur Z = (Zy,Z2)T 2

V2 V2
Le vecteur Z = (71, Z5)" s’écrit sous la forme Z = AV avec
1L
A= ( v:ooV3 ) .
V2 V2

Comme la matrice A est de rang 2 (son déterminant est égal a 1), d’aprés un résultat du cours,

Z est un vecteur Gaussien de vecteur moyenne g, = A < 8 > = ( 8 > et de matrice de

covariance

_ r_(1+p 0
Sy = ASA _< o, )

2pts

. Déterminer les lois marginales des variables Z; et Z. Les variables aléatoires Z; et Zs sont-elles
indépendantes (justifier votre réponse avec soin) ?

Les lois marginales d’un vecteur Gaussien sont des variables Gaussiennes et il est facile de retrou-
ver leurs moyennes et leurs variances dans p 5 et 3z. On en déduit

Z1 ~ N(0,1+4 p) et Zo ~ N(0,1— p).

Comme Z = (71, ZQ)T est un vecteur Gaussien et que sa covariance est nulle, les variables Z; et
Z> sont indépendantes.
2pts

zt
1+p

T = ( 2 >2+< 2 >2:U2+U2
1, T—, 1 2
avec U; et Uy indépendantes et de méme loi normale N'(0,1). On en déduit que 7' ~ X% (loi du
chi deux a deux degrés de liberté).

Ipt

. Déterminer la loi de la variable aléatoire 1" =
On a

3
+ 12




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité m o? F.C.
_ 1 ] 7
Uniforme f (J:) e ath (b—a)” 76.2% -
2 €a, bl 2 12 it (b—a)
_ Y bz, -1
f(z) = sy
Gamma 0>0 v>0 v v 1
G(v,0) x>0 0 62 (1-i)
avecI'(n+1)=n!VneN
v _ 0
f(z) = %e ® o
Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 92 .
ﬁ51v>1 msllf>2 *)
ZG(v,0) x>0
avec'(n+1)=n!VneN
Premiére loi £ (@) 1] cR 0 5 1
xTr) = §€ . xz 2
de Laplace 1+1
N 1 . .. z—m 2 . o
ormale univariée f (:L‘) _ \}ge_( 202) . zeR m o2 ezmt—#
N (m,o?) 7
f(x) = Kexp —%(w—m)TE L@ —m)
Normale multivariée K— 1 m > eiuTm_ LuTSu
Np (m’ 2) (QN)Pdet(Z)
x € RP
Khis f(z)= ke 2x3 1
2 1 9 1
= = v v —_—
Xy 23T (¥) (1 —2it)2
1 v
F(ivi) veN' x>0
1
fx) =
Cauchy T\ (1 + (%)2> o o ez‘at—Mt\
e A>0,a€R
f@) =ka* "t (1 —2)"
k= I'(a+b)
L(a)L'(b)
Beta a ab ®
By a>0,b>0 e @2 (@rbr) ®
7 z €101

avecI'(n+1)=n!VneN




LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

pk:P[X:k] pl,...,m:P[Xl :kla---aXm:km]
LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
== e (l—e
Uniforme Pk n "Tl "2151 (721&)
ke{l,..,n} n(l—e?)
pp=P[X=1=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pe't + ¢
pel0,1] ¢g=1-p
Binomiale it n
pel0,1] g=1-p np npq (pe +q)
B (n,p)
ke {0,1,...,n}
pr=Cpipp"d"
Binomiale q q P n
pel0,1] g=1-p n_ ns 1= aeit
négative b p —ge
keN
Pr..m = kl!.r.L‘.!/%!plfl'-‘p'fnm Variance :
p; €10,1] ¢ =1—p, np;q; L\ N
Multinomiale ! [ ] ! ! np; T (Z;nzl pjelt>
k; e {0,1,...,n} Covariance :
dtiki=n 3 pi=1 —np;pk
Ak
Poisson Pk = e N .
k! A A exp [A (e —1)]
P(X) A>0 keN
pe = pg* ,
Géomé 1 q pe
t _1_ - 9 '
éométrique pE [07 1] g=1-0p » p2 - qut
k € N*




