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Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: Couple de variables aléatoires continues
On considére un couple de variables aléatoires (X, Y") de densité de probabilité

e ¥Ysiy>x>0
0 sinon

p(z,y) = {

1. Déterminer les densités marginales de X et Y et indiquer les lois obtenues en s’aidant des tables
de lois. En déduire les moyennes E[X |, E[Y] et les variances Var[X], Var[Y].
Réponse : apres avoir fait un dessin représentant le domaine de définition du couple (X,Y"), on
observe que X et Y sont des variables aléatoires continues a valeurs dans R*. De plus, pour
x > 0, la densité de X est définie comme suit

p(x,.) = / e Ydy =e .

On reconnait une loi gamma I'(1, 1) (c’est aussi une loi exponentielle de parametre A = 1) telle
que E[X] = Var[X] = 1. Pour y > 0, la densité de Y est définie par

Yy
p(,y) =/ e Vdr = ye™V.
0

On reconnait donc une loi gamma I'(1, 2) telle que E[Y] = Var[Y] = 2.

2. Déterminer la loi du couple (Z,T) avec Z =Y — X et T = X. En déduire la loi de Z.
Réponse : le changement de variables est clairement bijectif puisque

T'=X Y=Z+T

De plus, le domaine X > 0,Y > 0 se transformeen 1" > 0,Z + T > 0, c’est-a-dire que le
couple (Z,T) prend ses valeurs dans A = {(z,¢)|t > 0,z > 0}. La matrice Jacobienne de ce

changement de variables est
0 1
) = < 11 > avec |det(J)| = 1.

oz
=%
On en déduit la densité du couple (Z,T")

SIS

ot

q(z,t) = e "t a(2,1)
ou Iz est la fonction indicatrice sur A (telle que Ia(z,t) = 1si (z,t) € Aet Ian(z,t) = 0 sinon).

Pour déterminer la loi de Z, il suffit d’intégrer cette densité puisque ¢(z,.) = [; q(z,t)dt. On
obtient le résultat suivant

+oo
q(z,.) = / e tdt=e"* si 2>0
0

c’est-a-dire ¢(z,.) = e *Ig+(z). La variable aléatoire Z suit donc une loi gamma I'(1,1).



3. Déterminer la loi conditionnelle de X |Y = y et E[X|Y]. En déduire E[X] en utilisant le théoréme
des espérances conditionnelles. Vérifier qu’on obtient le méme résultat qu’a la premiere question.
Réponse : 1a loi conditionnelle de X |Y = y est de densité

plaly) = 22U — £ S 1o(a)

avec D = {(z,y)|ly > = > 0}, c’est-a-dire

%si()gxgy
0 sinon.

ptal) = {

Il s’agit de la loi uniforme sur I'intervalle |0, y]. La moyenne de cette loi est

v
E(X|Y:y):/ r—dr = =.
o Y

NG

En utilisant le théoréme des espérances conditionnelles, on obtient
1
E(X)=E[EX|Y)] = QE(Y) =1.

Bien entendu, on retrouve le résultat de la premiere question.



Exercice 2: Couple de variables aléatoires discretes

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois de Poisson de parameétres A et u,
c’est-a-dire telles que
i
PIX=il=5%e? ieN et PY=j==e*jeN
il
1. Déterminer la loi du couple (Z,T) avec Z = X + Y etT = X. En déduire la loi de Z ainsi que
sa moyenne E[Z] et sa variance Var[Z].
Réponse : le couple (Z,T) est a valeurs dans N2 avec

PlZ=m,T=n]=PX+Y =m,X=n]=PX=nY=m-—n|.

Cette probabilité est nulle pour m —n < 0, c’est-a-dire pour m < n. Par contre, pour m > n > 0,

PlZ=mT=nl=2e*x L en="H 2
n! (m—n)! nl(m —n)!

La loi de Z est la loi marginale du couple (Z,T) telle que

m — m n
)\n,um n A— _a— )\ 1 1
PlZ=m]=Y —H e mo e AmymNT () S
| ] Zn!(m—n)!e ¢ s Z w) nl(m—mn)!
n=0 n=0

En utilisant les relations C), = #ln), et (x+y)" =" Cra™y™ ™, on obtient

1 A m A m

PlZ =m]= —e M Hum < + 1> = ﬂe"\_“.
m! I m!

Donc Z suit une loi de Poisson de parametre A + p avec E(Z) = Var[Z] = A + L.

2. Déterminer la fonction caractéristique de Z et retrouver la loi de Z déterminée a la question précé-
dente.
Réponse : la fonction caractéristique de Z s’écrit

¢7(t) = E (eitZ) - E (ez’tXeitY) ‘
Puisque X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, on obtient (ceci a été vu en cours)
¢z (t) = E (") E (") = ¢x(t) gy (1)
En utilisant les tables, obtient la fonction caractéristique d’une loi de Poisson et on en déduit
¢z(t) = exp[A(e" —1)] exp[u(e” —1)] = exp[(A + p)(e" —1)].

On en conclut que Z suit une loi de Poisson de parametre A + p et on retrouve le résultat de la
question précédente.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Z|T' = t et E[Z|T]. En déduire E[Z] en utilisant le théoréme
des espérances conditionnelles. Vérifier qu’on obtient le méme résultat qu’a la premiére question.
Réponse : 1a loi conditionnelle de Z|T" = ¢ est définie par

P[Z =m,T =n]

P|Z =m|T =n|= >n>0
2 =mfr =) = PEZ Tt
On en déduit
B
P[Z =m|T =n] = n'(m;:)' = r e’ m>n>0.
AleA (m —mn)!



et par suite

E[Z|T =n] = Z mP[Z = m|T = n).

m=n

Le changement de variables k = m — n permet d’obtenir

E[Z|T =n] = kz_ok—i-ne":e_”[;kl;_—l— Zk‘]—e“[ue“—l—ne“] o+ n.

En utilisant le théoréme des espérances conditionnelles, on obtient
E(Z)=EEZIT)=Eup+T)=p+ A

Bien entendu, on retrouve le résultat de la premicre question.



Exercice 3: Approximation de la loi d’une somme de variables binaires

On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (X;);cn+ (avec N* = N\{0}) de lois de
Bernoulli telles que
PX;=1]=p et PX;=0]=g¢q

avecp+q = 1.

1. Quelleestlaloide Y, = " | X;?
Réponse : C’est la loi du nombre de succes a la suite de n expériences indépendantes de type
succes/échec avec Plsucces| = p et Pléchec| = ¢. Il s’agit donc d’une loi binomiale B(n,p) (de
moyenne np et de variance npq).

2. Que donne I’application du théoréme de la limite centrale a la variable aléatoire Y,, ? En dé-
duire qu’on peut pour n “grand” approcher la loi de Y,, par une loi normale dont on précisera les
paramétres. En déduire une expression de P[Y;, < a] a1’aide de la fonction de répartition F' d’une
loi normale centrée réduite définie par

F(a:)Z/ \/12?6_“2/2du.

Réponse : les variables aléatoires X; étant indépendantes et de méme loi de moyenne m = np et
de variance o = npq, I’application du théoréme de la limite centrale nous permet d’obtenir

Y, — Y, —
n M _In TP L A(0,1).
o VNpg n—oo

Pour n “grand”, on peut donc approcher la loi de Y,, par une loi normale N (np, npg). On en déduit

P[Y, <a]=P

Y, —np - a—np} B [a—np]
Vpg  \/npg Vipg |



Bareme

Exercice 1 (8 points)
1. 3 pts (loi de X +loide Y + tables)
2. 2 pts
3. 3 pts (loi de X|Y avec domaine + E[X|Y] + E[X]
Exercice 2 (9 points)
1. 5 pts (loi de (Z,T) + domaine + loi de Z (2pts) + E[Z]
2. 1pt
3. 3pts (loide Z|T + E[Z|T) + E[Z]
Exercice 3 (3 points)
1. 1pt
2. 1pt

3. 1pt



