CORRECTION EXAMEN PROBABILITES - 1TR
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Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: Minimum de deux lois de Pascal

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois de Pascal de parametre p définies
sur N* vérifiant
PIX =k =Py =kK=p1-p"" k>1

et on définit la variable aléatoire Z = min{ X, Y'}.

1. Déterminer le domaine A des valeurs possibles de la variable aléatoire Z et les couples (X,Y)
correspondant & Z = z avec z € A. En déduire que Z suit une loi de Pascal dont on précisera le
parametre.

Réponse : Z est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans I’ensemble N* (comme les variables
aléatoires X et Y"). Les couples (X, Y) vérifiant Z = z sont (z, 2), (2, z+t) avect > let (z+t, 2)
avec t > 1. On en déduit

PlZ=2=P[X,Y)=(2,2)]+ > PX,Y) = (z2+8)]+ Y _P[X,Y) = (z+1,2)].

Des calculs élémentaires conduisent au résultat suivant

PlZ=2 = p*(1—p)2tY 42 Zp(l )l xp(1 — p)ttl
z=1

= p’1-p)*E D 42921 - p)*=D Y (1 —p)
t=1

— (1 _p)Q(zfl) |:p2 + 2p2 % 1 —p:|
p
= p2-p)L-p2-p)", 221
On reconnait une loi de Pascal de parameétre p(2 — p).

2. On considere la variable aléatoire 7' = | X — Y'|. Déterminer P[Z = z,T = 0] pour z € A.
Réponse : L'événement T' = 0 correspond & X =Y, donc

P[Z=2T=0=P[X =Y =2 =P[X =2|P[Y =z] =p(1 —p)2=D.

3. Montrer que pourt > letz € A,ona

P[Z = 2,T =t] = 2p*(1 — p)»* 72,

Réponse : L'événement T' =t corresponda X =Y +toua X =Y — ¢, donc

PlZ=2T=t = PX=zY=z+t]|+PX=z+1Y =]

= 2p(1—p)* !t x p(l —p)*Tt
— 2p2(1 _ p)22+t72.



4. Déduire de la question précédente les lois marginales de Z et T'. Vérifier qu’on retrouve la loi de
Z obtenue a la premiere question de cet exercice.
Réponse : Laloi de T est définie par

=Y PlZ=2T=t.

z€EA

Pour ¢ = 0, on obtient

_ _ (-1 _ _2
_ZP[Z— Zp 1 5 )

zEA

tandis que pour £ > 1,o0n a

— Z P|Z = ZQp 2Z+t 2 27}7(1 —p)t.

zEA 271)

La loi de Z est définie par

P[Z = 7] :P[Z:z,TZO]—f—iP[Z:z,T: 1].
=1

Des calculs élémentaires permettent d’obtenir

P[Z:Z] _ 2z 2+Z2p 2z+t 2

- Q=Y 0

1 —
= (1-p*? [p +2p? p]
p
= p2-p)[1-p2-p)", z>1
On retrouve bien la loi de Z obtenue a la premiére question de cet exercice.

5. Les variables aléatoires Z et T sont-elles indépendantes ?
Réponse : On vérifie que

P[Z =2,T =t] = P|[Z =2]P[T =1t], V2Vt

donc les variables aléatoires Z et 1" sont indépendantes.



Exercice 2 : Rapport de deux lois gamma

On considere deux variables aléatoires indépendantes U et V' de lois gamma définies par

1 p—1,—u 1 q—=1,-v o
p(u,.)z F(p.)u e Ysiu>0 ot p(.,v): F(q.)v e Vsiv>0
0 sinon 0 sinon.

ol p et g sont deux réels appartenant a ’intervalle |2, +-o00[ et I'(z) est la fonction gamma telle que
o0
Fn+1)= / u"e “du =n!sin e N.
0

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire 7" = 1/V et reconnaitre cette loi dans le tableau de lois.
En déduire la moyenne et la variance de 7T ainsi que E[T?]. Déterminer la moyenne et la variance
de la variable aléatoire X = %

Réponse : le changement de variables est clairement bijectif de R* dans R™ car

1 1
T=—V=—
Vv T
Le Jacobien de cette transformation est
| = av -1 1
AT | T?| T2

La densité de la variable aléatoire 1" est donc
1 1 1
0 = s e 0 (1 ) Tl 0

ou [)g o[ est la fonction indicatrice ]0, 00[. C’est une loi inverse gamma de parametres § = 1 et
v = q. Le tableau de lois permet d’obtenir

1
E[T] = q—il et Var[T] = m
On en déduit )
E[TQ] = Var[T] + E2 [T] = m

En utilisant I’'indépendance entre les variables aléatoires X et Y, on obtient

EX]=F [‘ﬂ = FE[U|E {] = E[U)E[T] = ——

En utilisant la relation E[U?] = Var(U) + E?[U] = p + p? (voir tables), on obtient
P PP tpg—p

var[X| = E [XQ] - B’[X] = ElU*|E [Tz] T (=12 (g-12%q-2)

2. On considere la variable aléatoire Y = U — V. Déterminer la loi du couple (X, Y’) (on prendra
soin de montrer que ce couple est défini sur le domaine |1, +00[x]0, +o0[ U ]0, 1[x] — 00, 0]). En
déduire la loi marginale de la variable aléatoire X.

Réponse : le changement de variables est clairement bijectif puisque

x_U {U:XY
|4 o Xfl
{Y:U—V V=xa



De plus le domaine U > 0,V > 0 se transforme en - > 0, XY1 > 0, c’est-a-dire en X >

0, X 7 > 0. Tl'y a donc deux domaines suivant le 51gne de X —1:s1X —1> 0, on obtient
X >1Y >0tandisquesi X —1 < 0,onal0 < X < 1,Y < 0. Le couple est donc bien
défini sur le domaine A =]1, +00[x]0, +00[ U ]0,1[x] — 00, 0[. La matrice Jacobienne de ce
changement de variables est

J:( %fu 5 ): TP T ave det ()] = —¥_
G N (z —1)2

On en déduit la densité du couple (x, y)

1
e = e |- (551 7

ou I estla fonction indicatrice sur A (telle que Ia (z,y) = 1si(x,y) € A et Ia(z, y) = O sinon).
Pour déterminer la loi de X, il suffit d’intégrer cette densité puisque ¢(x,.) = fR q(x,y)dy. Pour

T

x > 1, on obtient (aprés avoir fait le changement de variables { = H) y et avoir utilisé la

fonction I'(p + q))

[ Tlp+q 7!
Q(J}? ) - /O q(xay)dy - F(p)F(q) (x T 1)p+q’ x> 1.

De la mé&me fagon, pour 0 < x < 1, on a (apres avoir fait le changement de variables ¢t = (;—ﬂ) Y

et avoir utilisé la fonction I'(p + q))

/0 _T(p+q) P!

q(z,y)dy 0<z<l.

T,.) = = ,
)=/ T () (o + P
Finalement, la densité de X est

_Tlpt+q o
1) = Ty (o e+ )

. Montrer que la variable al€atoire Z = <~ admet une loi beta dont on déterminera les parametres.

X+
2
Déterminer ¢ = E [%} et uo = F [(1 Z) ] En utilisant ces expressions de p; et uso,

retrouver les expressions de la moyenne et de la variance de la variable aléatoire X déterminées a
la premiere question de cet exercice.

Réponse : le changement de variables Z = XLH est bijectif de R dans |0, 1] avec
X Z
= o X=__"_
X+1 Z -1

Le Jacobien de cette transformation est

dX 1
J —_—
|71 = ‘ dz (1 — 7)?
La densité de la variable aléatoire Z est donc

_Tlp+q) ,- g
m(2) = WZ 1(1 —z) 1I]o,l[(z)



qui est une loi beta de parametres a = p et b = ¢. Les deux moments py = F [é} et g =

2
E [( Z ) ] se déterminent comme suit

=7
YA NT0+ D) pay ey,
& _/0 1—2)T(p)F(Q) (=2

r

- P
= 55
et
_ ! z QF(p+Q) p—1 g1
o= 1—z> T T
_ L0t [ Ly,
a F(p)F(Q)/o (1=2)""d
_ Te+g Tl +2)l(g-2)
(e Tp+q
__pp+1)
(¢—2)(¢—1)
d’or , ,
E[X] = m E[Z—l]_q—l
: L RIXY - EAX] g2 P EPAD
var(X) = E[X7] — E°[X] = p2 R P PR R

On retrouve les expressions de la moyenne et de la variance de la variable aléatoire X déterminées a la
premiere question de cet exercice.

Exercice 3: Vecteurs Gaussiens (2 points)

Déterminer la moyenne et la variance de Y = a” X (en fonction de a, m et ¥) lorsque a est un vecteur
non nul de R”, a” est le vecteur transposé de a et X = (X1,..., X,,)T est un vecteur Gaussien de
moyenne m € R" et de matrice de covariance X de taille n x n.

Réponse : Comme a est un vecteur non nul, d’apres le cours, la variable aléatoire Y est gaussienne (la

matrice a’ = [a1, ..., an] est de rang 1). La moyenne est la variance de Y se déterminent comme suit

ElY]=E[a’X]=a’E[X] =a'm

t
) var[Y] = E[(Y — E[Y))?] = ElaT (X —m)(X —m)Ta = a’Xa.



Bareme (27 points)

Exercice 1 (11 points)
DA =N*:Ipt
PlZ =2]=p2-p)[l -p2-p)]":2pts
Loi de Pascal P(p(2 —p)) : 1 pt
2) P[Z = 2,T =0] = p*(1 —p)>==1 : Ipt
3)P|Z =2,T =t] = 2p*(1 — p)?**=2 . Ipt
4)PIT=0]=2/(1—p): 1pt
P[T=t]=2&(1—p)f, t>1: Ipt
PZ=2=p2-p)[l-p2-p)]" 2>1:2pts
5) Z et T indépendantes : 1pt

Exercice 2 (14 points)
1) changement de variables
E[T), E[T?], Var[T] : 1pt
E[X], Var[X] : 1pt
2) changement de variables
U=35V=:L5:1pt
Domaine : 1pt
Jacobien : |J| = % : Ipt
densité : q(x,y) : 1pt
Loi marginale : ¢(z,.) : 2pts
3) changement de variables
X = % 1 0.5pt
Jacobien : 0.5pt
Densité : 0.5 pt
Loi beta B(p, q) : 0.5pt
Calcul de p; : 2pts
Calcul de us : 2pts

Exercice 3 (2 points)
E[Y]: 1pt
Var[Y] : 1pt



