EXAMEN PROBABILITES - 1SN
Lundi 24 Octobre 2022 (8h-9h30)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: (9 points)
On considére un couple de variables aléatoires (X,Y") de densité

2)\%Z exp(—Ay) siy > 22 > 0
0 sinon

M%MZ{

On rappelle que la fonction gamma est définie par

+o0o
I(x) = / u* e du
0

avec I'(n) = (n — 1)!

1. (2pts) Montrer que les lois marginales de X et de Y sont des lois gamma dont on précisera les
parametres.
D’apres la forme du domaine du couple (X, Y"), les variables aléatoires X et Y sont toutes deux a
valeurs dans |0, +o00[. De plus

O0siz <0

M%JZ/M%@@Z
R ;;OO 2X%e Mdy sixz > 0
c’est-a-dire
O0siz <0
p(z,.) =
2Ne 22 g > 0.

C’est une loi gamma I'(1, 2)) appelée aussi loi exponentielle de paramétre 2. La loi de Y est de
densité

Osiy <0
Yy
JE 2 2eMdz siy >0
c’est-a-dire
Osiy <0
ANye M siy > 0.
C’est une loi gamma I'(2, \).

2. (2pts) Déterminer la covariance du couple (X, Y).
La covariance du couple (X, Y") est définie par cov(X,Y) = E[XY]|— E[X]E[Y]. Les moyennes
de X etde Y se déterminent a I’aide des tables : E[X]| = % et E[Y] = 5. Le moment d’ordre
deux E[XY] peut se déterminer de deux maniéres différentes



e Premiere méthode
On a

- +oo +oo 9 y
E[XY] = 2\ xye” Mdydx
0 2x
+o0o

+oo
:/ 222z [/ ye_’\ydy] dx.
0 2x

L’intégrale par rapport a y peut se calculer a 1’aide d’une intégration par parties
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/ye_)‘ydy = —%6_)\9 + / —e Mdy = e e,
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On a alors
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En faisant le changement de variables © = 2\x, on obtient
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e Deuxieme méthode
11 est plus simple de commencer a intégrer par rapport a la variable x

+oo ¥
E[XY] = / / * 9\ 2pyeMdady
0 0
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:/ fy3e_/\ydy
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On en conclut 5 5 ) )
XY)=— X —=—.
V(X)) =535~ X X ox T o



3. (4 pts) Quelle est la loi du couple (T, U) avec T = 2X — Y et U = X ? En déduire la loi de T'.
Le changement de variables est clairement bijectif car

T=2X-Y X=U
Le Jacobien du changement de variables est
0X oY
S5 57 0 -1
oUu oUu

On en déduit la densité du couple (7, U) :

’ g(t,u) = 2X2eACu=D A (t,u) ‘

ou A est le domaine de définition du couple (7', U) qu’il convient de déterminer. Pour déterminer
ce domaine, on peut faire comme suit

x>0 e Ju >0
y > 2z t<0
On en déduit la loi marginale de T'

O0sit>0

g(t,.) = /Rg(t,u)dU—

JoFeeon2e AR gy sit < 0.
soit
O0sit>0

g(t,.) =
AeMsit < 0.

4. (1pt) Les variables T" et U sont-elles indépendantes ?

La densité de U = X est
Osiu<O0

g(.,u) =
2 e M iy > 0.

Donc
g(t7 u) = g(t7 ')9(‘7 u)7 v(t7 u)
Les variables 1" et U sont donc indépendantes.
Exercice 2: Vecteurs Gaussiens (5 points)
On considere un vecteur Gaussien X = (X1, X5, X3)7 de vecteur moyenne m = (0,0,0)” et de

matrice de covariance X définie comme suit

> =

O NN

2 0
5 1
1 5
1. 2pts) On pose U = Xy et V = Xy — aXy, ot a € R. Quelle est la loi du couple (U, V') ? Pour

quelle valeur de a les variables U et V' sont-elles indépendantes (justifier avec soin votre réponse).
Réponse : Le couple (U, V) estlié 2 X = (X, Xo, X3)" par la transformation

= 2
%4 —a 1 0 X



Donc, d’apres les résultats du cours, on a

U
(v )~
avec
. ( 100 ) 0 < 0 )
—a 1 0 0 0
2 2 0 1 —a
M = ( 1_a 1 8 ) 2 5 1 0 1
0 1 5 0 O
1 0 0 2 2—-2a
= 4 1 0 2 5—2a
0 la
- 2 2—2a
- 2—2a 5—4a+ 2a?
. , . . 0 0 .
On notera que ces résultats s’appliquent car la matrice e 1 0 est de rang 2. Puisque

(U, V) est un vecteur Gaussien, les variables U et V' sont indépendantes si et seulement si cov(U, V') =
0, c’est-a-dire si
a=1.

. (3pts) Déterminer les densités de X et du couple de (X1, X2). En déduire que la loi de X5 sachant
X1 = xp estune loi normale dont on précisera la moyenne et la variance. On rappelle le résultat

suivant .
a b\ 1 d —c
c d ad—be\ —b a ’

Réponse : En observant la loi de X, on en déduit

X1 ~ N(0,2)

() = ()5 3))

On en déduit

La matrice

est telle que

d’ou

x1,x2,.) = ex
f(z1,22,.) 27r\/ép

. 1 ox _i (x T ) 5.%'1 — 2.%'2
B 27‘(’\/6 P 12 12 —2x1 + 229

(5:):% —4x1x9 + 21‘%))




La loi conditionnelle de X5 sachant X; = x; est donc une loi normale de densité

f(JJl,LUQ,.)
f(xlwu‘)
L_exp (f% (593% — 4179 + 21:%))

2#\/6
1 ac%
Var 4

= L exp —1 (:U2 — 2x120 + 1'2)
o 6 \T2 1

— o (g - a)?)

On reconnait une loi normale de moyenne x; et de variance 3, i.e.,

f(aalz1) =

X2|X1 =T NN(x1,3).

Exercice 3 : lois binomiales corrélées (6 points)

Soient X, Y et Z, trois variables aléatoires indépendantes de lois binomiales B(m, p), B(n — m, p)
et B(n —m,p)avecm € NNn e Nyn>metp €]0,1[. Onpose U = X +Y etV =X + Z.

1. (1pt) Déterminer les fonctions caractéristiques de U et V' et en déduire que ces deux variables
suivent la loi binomiale B(n, p).
En utilisant I’'indépendance entre les variables X, Y et Z, on obtient

ou(t) = E [eiUt] —E [ei(X—i-Y)t] _EB [eiXt] E [em] = dx (v (t).

En utilisant les tables de lois, on obtient

n—m

ou(t) = (pe” + q)m X (peit + q) = (peit + q)n

avec ¢ = 1 — p. Donc U suit une loi binomiale 5(n, p). Avec une démarche similaire, V' suit une
loi binomiale B(n, p).

2. (2pts) Montrer que la covariance du couple (U, V') est égale a la variance de X. En déduire le
coefficient de corrélation du couple (U, V') Les variables U et V' sont-elles indépendantes ?
La covariance du couple (U, V') est définie par

cov(U,V)=E[UV]|—-EUIE[V]|=E[(X+Y)( X+ Z)] - E[X +Y]|E[X + Z],
d’ol en développant et en utilisant I’indépendance entre les variables X, Y et Z
cov(U,V) = E[X?] — E?[X] = var(X) = mpq.
Le coefficient de corrélation du couple (U, V') s’écrit

~cov(U,V) mpq _m
Vvar(U)var(V)  v/npgxnpg — n-

pPUV

Comme cov(U, V') # 0, les variables U et V' ne sont pas indépendantes.



3. (3pts) Montrer que la probabillité P[U = k,V = [] peut se mettre sous la forme

min{k,l}

n—m\/n—m\/m i m—k—m—lti
PlU=kV=1= > <k—i><l—i><i)pk+l g2 hmmelt

i=0
avecg=1—pet (Z) = ﬁlk), (on pourra utiliser le théoréme des probabilités totales).
Ona
PU=kV=1=Y PU=kV=0X=4
€N
=Y PIX+Y =k X+Z=1X =iP[X =
€N
=) PY=k-i,Z=1-iP[X =i
€N
Comme les variables Y et Z sont indépendantes, on obtient

PlU=kV=1=) P[Y=k—iP[Z=1-iP[X =i
1€EN

n—m . i fm—m . o . /m . .
) pk zqn m—k-+i . pl zqn m—I+1i . pzqm i
k—1 l—1 1
7l}
n—m n—m m phiign—h—m—iti
k—1 l—1 1

soit



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

pk:P[X:k] pl,...,m:P[Xl :kla---aXm:km]
LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
== e (1—e
Uniforme Pk " nTl nzlgl 7( g )
ke{l,..,n} n(l—e)
m=PX=1=p
Bernoulli po=P[X=0=¢q P pq pe't + ¢
pel0,1] g=1-p
pe = ChpFq"*
Binomiale it n
pel01] ¢g=1-p np npq (pe +q)
B (n,p) r
k S {0,1,...,n},Cn = m
pr = Cppp"d"
Binomiale [ ] . q q < P >n
pel0,1l] g=1-p n- ns 1_ aeit
négative ) , p P 1—ge®
k S N, 3 Cn - W
_ n! k1 km, : .
pl,...7m — k’ll...k",n!pl pm Variance :
p; €10,1] ¢gi=1-p; np;q; AT
Multinomiale ! [ ] ! ! np; T (Z;nzl pjelt)
k; e {0,1,...,n} Covariance :
Stiki=n 3 pi=1 —np;pk
)\k
Poisson Pk = e N .
k! A A exp [A (e —1)]
P(}) A>0 keN
pe = pg" ! 4
Géomé . . 1 q pe’t
t _1_ il 4 ‘
éométrique pE [07 ] q P » 2 1 got
k € N*




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES
m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

avec'(n+1)=n!VneN

v 0 1

LOI Densité de probabilité m o2 F. C.
_ 1 : .
Uniforme flz) = b—a atb (b—a)? eith _ eita
? 12 it(b—a)
x € la, b
_ 0¥ —Ox, -1
f(z) = T() Tx
Gamma 0>0,v>0 v 1
g (v,0) x>0 0 02

fa) = fye

avec'(n+1)=n!VneN

Inverse gamma 0 > 0, v>0 0 . 02 .
G(v,0) >0 o1 Sty > L oy Sy > 2 ®
v, =
avecT'(n+1)=n!VneN
Premiere loi £ (@) ] cR 0 5 1
Xr) = §€ . xr
de Laplace .
Normale univariée (z—m)? . 0242
( 2) f(x) = 12 e 22 , zelR m o? et
N m,o oV 2w
f(2) = Ke—b@—m) =" (@—m)
Normale multivariée K- 1 m > eiuTm—%uTE'u
N, (m, %) (2m)Pdet(X)
r € RP
Khi f(x)= ke~ 3gz!
2 L 2 !
= STy v v —
Xlu 22T (%) (1 —2it)2
F(Ev%) veN' x>0
1
f(z) = )
Cauchy ) (1 +(259) ) o O giot=Alt]
e A>0 acR
f (@) = kvt (1 —2)"!
_ T(a+d)
- k= tarw
a ab
By a>0,b>0 atp @0 (arbi) ©
’ x€]0,1]




