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Exercice 3: Vecteurs Gaussiens

On considère un vecteur Gaussien X = (X1, X2, X3)
T de vecteur moyenne m = (0, 0, 0)T et de

matrice de covariance Σ définie comme suit

Σ =

 2 2 0
2 5 1
0 1 5


1. On pose U = X1 et V = X2 − aX1, où a ∈ R. Quelle est la loi du couple (U, V ) ? Pour quelle

valeur de a les variables U et V sont-elles indépendantes (justifier avec soin votre réponse).
Réponse : Le couple (U, V ) est lié à X = (X1, X2, X3)

T par la transformation

(
U
V

)
=

(
1 0 0
−a 1 0

) X1

X2

X3


Donc, d’après les résultats du cours, on a(

U
V

)
∼ N (µ,M)

avec

µ =

(
1 0 0
−a 1 0

) 0
0
0

 =

(
0
0

)

M =

(
1 0 0
−a 1 0

) 2 2 0
2 5 1
0 1 5

 1 −a
0 1
0 0


=

(
1 0 0
−a 1 0

) 2 2− 2a
2 5− 2a
0 1a


=

(
2 2− 2a
2− 2a 5− 4a+ 2a2

)

On notera que ces résultats s’appliquent car la matrice
(

1 0 0
−a 1 0

)
est de rang 2. Puisque

(U, V ) est un vecteur Gaussien, les variablesU et V sont indépendantes si et seulement si cov(U, V ) =
0, c’est-à-dire si

a = 1.

2. Déterminer les densités de X1 et du couple de (X1, X2). En déduire que la loi de X2 sachant
X1 = x1 est une loi normale dont on précisera la moyenne et la variance. On rappelle le résultat
suivant (

a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −c
−b a

)
.

Réponse : En observant la loi deX , on en déduit

X1 ∼ N (0, 2)(
X1

X2

)
∼ N

((
0
0

)
,

(
2 2
2 5

))
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On en déduit

f(x1, ., .) =
1√
4π

exp

(
−x

2
1

4

)
La matrice

A =

(
2 2
2 5

)
est telle que

det(A) = 6 et A−1 =
1

6

(
5 −2
−2 2

)
d’où

f(x1, x2, .) =
1

2π
√
6
exp

(
−1

2
(x1, x2)A

−1
(
x1
x2

))
=

1

2π
√
6
exp

(
− 1

12
(x1, x2)

(
5x1 − 2x2
−2x1 + 2x2

))
=

1

2π
√
6
exp

(
− 1

12

(
5x21 − 4x1x2 + 2x22

))
La loi conditionnelle de X2 sachant X1 = x1 est donc une loi normale de densité

f (x2|x1) =
f(x1, x2, .)

f(x1, ., .)

=

1√
4π

exp
(
−x21

4

)
1

2π
√
6
exp

(
− 1

12

(
5x21 − 4x1x2 + 2x22

))
=

1√
6π

exp

(
−1

6

(
x22 − 2x1x2 + x21

))
=

1√
6π

exp

(
−1

6
(x2 − x1)2

)
On reconnait une loi normale de moyenne x1 et de variance 3, i.e.,

X2|X1 = x1 ∼ N (x1, 3).
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