EXAMEN PROBABILITES/STATISTIQUE - 2GEA
Vendredi 17 Novembre 2017

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 (5 points)

On considere une variable aléatoire X continue de densité de probabilité

(z) = 2rsix €]0,1]
PRI =9 0 sinon.

1. Déterminer la loi de Y = X? en effectuant un changement de variables et reconnaitre cette loi
dans la table de lois.

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X. En déduire la fonction de réparti-
tion de Y et retrouver le résultat de la premicre question.

3. Déterminer la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y en utilisant la loi de X. En utilisant
les tables de lois, montrer qu’on peut retrouver la loi de Y trouvée aux questions précédentes.

Exercice 2 (5 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois uniformes sur I’intervalle |0, 1],
c’est-a-dire de densités

[ 1size]0,1] [ 1siy€]0,1]
p(z,.) = { 0 sinon. plsy) = { 0 sinon.

L’ objectif de cet exercice (fait en cours) est de déterminer la loi de la variable aléatoire Z = X + Y.

1. Déterminer la loi du couple (Z,T") avec 7' = X en effectuant un changement de variables.
Représenter graphiquement le domaine de définition du couple (Z,T).

2. En déduire la loi de Z.
Exercice 3 : Estimation (5 points)

On consideére des variables aléatoires X; indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parameétre 60
PIX; = x;;0) = 0"(1—0)'"", z;€{0,1}

olt # > 0 est un paramétre inconnu. On remarquera qu’avec cette définition P[X; = 0] = 1 — f et
P[X; = 1] = 6 et que les variables X; sont a valeurs dans {0, 1}.

1. Déterminer la vraisemblance de 1’échantillon (X7, ..., X,,) et montrer qu’elle admet un maximum
global unique pour une valeur de 6 que 1’on précisera. En déduire 1’estimateur du maximum de
vraisemblance du parametre 6 noté Oy .

2. L’estimateur fypv est-il sans biais et convergent ?

3. Déterminer la borne de Cramér-Rao pour les estimateurs non-biaisés de 0. L’ estimateur Onry est-il
I’estimateur efficace du parametre 6 ?



Exercice 4 : Test statistique (5 points)

On considere une suite de variables aléatoires X; indépendantes et de méme loi de Bernoulli de
parametre 6
P[X; = z;;0] = 6% (1 — )% z; € {0,1}

olt # > 0 est un parametre inconnu. On remarquera qu’avec cette définition P[X; = 0] = 1 — f et
P[X; = 1] = 0 et que les variables X; sont a valeurs dans {0, 1}. On désire tester les deux hypotheses
Hy: 0 =20,
H1 : 9 - 01

1. Montrer que la statistique du test de Neyman-Pearson peut s’écrire 7' = ", X; et déterminer la
région critique associée dans les deux cas 61 < g et 81 > 6.

2. On suppose que n est suffisamment grand pour appliquer le théoréeme de la limite centrale a la
variable aléatoire 71" et on se place dans le cas 61 < 6.

e Quelle est la loi approchée de T' résultant de 1’application de ce théoreme ?

o En utilisant la loi approchée de 7' trouvée a la question précédente, déterminer le risque de
premiére espéce « en fonction du seuil du test noté S, de n, 6 et de la fonction de répartition
de la loi normale N (0, 1) notée F'. Toujours a ’aide de la loi approchée de T trouvée a la
question précédente, en déduire la puissance du test 7 en fonction du seuil du test noté S,
de n, 07 et de la fonction F'.

e En déduire les courbes COR de ce test.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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