EXAMEN PROBABILITES - 1SN
Lundi 23 Octobre 2023 (8h00-9h30)

Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : lois de Bernoulli (6 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de méme loi de Bernoulli, i.e.,
telles que

P X=1=PY=1=petP[X=0=P[Y =0=¢=1—p.
avec p €]0,1]

1. Déterminer la loi du couple (U, T') avec U = XY et T' = X. En déduire la loi marginale
de U.

2. Déterminer la covariance et le coefficient de corrélation du couple (U, T'). Les variables
U et T sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer la loi conditionnelle de 7'|U = 0.

4. Déterminer la fonction caractéristique de X. En utilisant le théoréme des espérances
conditionnelles, déterminer la fonction caractéristique de U = XY. Retrouver la loi de
U déterminée a la premiere question.

Exercice 2 : changement de variables continues (9 points)

On considére un couple de variables aléatoires (X, Y") de densité

plz,y) = il exp {——xz(l + 33/2)} (2,y) € R?

1. Déterminer les lois marginales de X etde Y.

2. On effectue le changement de variables U = XY et T = X. Montrer que (U,T') est
un vecteur gaussien dont on déterminera le vecteur moyenne m et la matrice de covari-
ance X. En déduire les lois marginales de U et de I". Les variables U et T" sont-elles
indépendantes ?

3. Déterminer la covariance du couple (X,Y’). Les variables X et Y sont-elles indépen-
dantes?

4. Exprimer V = X (1 +Y) en fonction de 7" et U et en déduire la loi de V.



Exercice 3 : Vecteur Gaussien (6 points)

On considere un vecteur Gaussien (X,Y)T € R? de vecteur moyenne p et de matrice de
covariance X (supposée symétrique définie positive). L’ objectif de cet exercice est de montrer
que la moyenne de la variable aléatoire Y| X est définie par

cov(X,Y)

EY|X)=EY)+ var(%)

X — E(X).

1. Rappeler I’expression des éléments de 3 en fonction de var(X), var(Y') et cov(X,Y).

2. Montrer que le vecteur V. = (X, Z)" avec Z = Y — u(X) et uw(X) = E(Y) +
COVZ%’(?) (X — E(X)] s’écrit V. = A(X,Y)? + b avec une matrice A et un vecteur b
que I'on précisera. En déduire que V' est un vecteur Gaussien dont on déterminera le
vecteur moyenne et la matrice de covariance. Expliquer pourquoi les variables X et

Z =Y — u(X) sont indépendantes.

3. En utilisant la relation Y = Z + u(X) et le fait que Z et X sont des variables aléatoires
indépendantes, montrer que E(Y'|X) = E(Z) + u(X) et conclure.
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