EXAMEN PROBABILITES - IMF2E
Jeudi 17 Novembre 2022 (8h00-9h45)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: Espérance conditionnelle (6 points)
(inspiré d’un exercice de L. Rouviére)

On consideére deux variables aléatoires aléatoires discrétes X et Y a valeurs dans {0, 1} telles que
P[(X,Y)=(1,0)] =a, P[(X,Y) =(0,1)] =2aet P[(X,Y)=(0,0)] = P[(X,Y) = (1,1)] = 3a.

1. Déterminer la valeur de a.
2. Déterminer la loi marginale de Y, sa moyenne E[Y] et sa variance var[Y].
3. Calculer E[Y|X = 0] et E[Y|X = 1]. En déduire la loi de la variable aléatoire E[Y | X].

4. Retrouver la valeur de E[Y] a partir de la moyenne de la variable aléatoire E[Y | X| en justifiant
ce résultat.

Exercice 2: Changement de variables continues (8 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de densités
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1. Déterminer la densité du couple (X,Y) et représenter graphiquement le domaine sur lequel elle

est non nulle.

2. On définit les deux variables aléatoires Z = % et T'= X. Quelle est la loi du couple (Z,T") ? (on
accordera une attention particuliere au domaine de définition de ce couple que 1’on représentera
graphiquement).

3. Déduire de la question précédente la loi marginale de Z (on pourra vérifier que I’intégrale de cette
densité est égale a 1 pour éviter une éventuelle erreur de calcul).

4. Déterminer la covariance du couple (Z,T") (on pourra utiliser le lien entre les variables Z et 1" et
les variables X et V). Les variables aléatoires Z et T’ sont-elles indépendantes ?

Exercice 3: Vecteur Gaussien (6 points)

N . T . .
On considére un vecteur Gaussien X = (X7, X3)" de vecteur moyenne nul et de matrice de covariance
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avec p €] — 1, +1].

1. On admet que les valeurs propres de la matrice X sont A\; = 2++/1 + 3p2 et Ao = 2—+/1 + 3p2.
Pourquoi doit-on imposer la condition p €] — 1, +1[ pour que X soit un vecteur gaussien ?



2. Déterminer les variances des variables X; et Xo notées var(X;) et var(X3s), et la covariance du
vecteur X notée cov(X7, X2). En justifiant proprement votre réponse, indiquer la valeur de p pour
laquelle les variables X et X5 sont indépendantes.

3. On pose Y] = %Xl — XoetYs = %Xl + X5. Quelle est la loi du vecteur Y = (Y7, Ys)T ?

4. Montrer que la loi conditionnelle de X2|X; = x; est une loi normale dont on précisera la moyenne
et la variance.
On donne
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE CONTINUES
m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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