EXAMEN PROBABILITES - IMF2E
Jeudi 17 Novembre 2024 (8h00-9h45)

Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Changement de variables continues (8 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois uniformes sur |0, 1], ¢’est-a-dire de

densités | [ | [
_J 1sixz€)0,1 _J 1siy€l0,1
p(z,.) = { 0 sinon et p(,y) = { 0 sinon

1. Déterminer la densité du couple (X,Y") et représenter graphiquement le domaine sur lequel elle
est non nulle.

2. On définit les deux variables aléatoires Z = X? — Y et T = Y. Quelle est la loi du couple
(Z,T) ? (on accordera une attention particuliere au domaine de définition de ce couple que 1’on
représentera graphiquement).

3. Déterminer la loi marginale de Z. Vérifier que I’intégrale de cette densité est égale a 1 pour éviter
une éventuelle erreur de calcul.

4. Déterminer la covariance du couple (Z,T") (on pourra utiliser le lien entre les variables Z et T" et
les variables X et Y). Les variables aléatoires Z et T" sont-elles indépendantes ?

Exercice 2 : variables aléatoires gaussiennes indépendantes (4 points)

On considere trois variables aléatoires indépendantes X, Y et Z de méme loi normale centrée réduite

N(0,1).
1. Quelle sont les lois du vecteur V' = (X, Y, Z)T et de la variable W = 2X — Y + Z + 1.

2. Déterminer les valeurs des couples (a,b) € R? telles que les variables W et T = aX + bY
soient indépendantes et que 7" soit une variable centrée réduite (c’est-a-dire de moyenne nulle et
de variance égale a 1).

Exercice 3 : Changement de variables discrétes (8 points)

On considere un couple de variables aléatoires binaires (X, Y) telle que la loi marginale de X est
une loi de Bernoulli de parametre p

—

= p’

1
PX=0 = 1-p=gq,

—

avec p € |0, 1] et dont les lois conditionnelles sont définies comme suit

Py =1|X=1] = 0
PlY=0|X=1] = 1
PlY=1|X=0] = «
PlY=0|X=0] = 1-a

avec v €]0, 1].



. Quelle est la loi du couple (X,Y") ? En déduire laloi de Y.
. Déterminer la covariance du couple (X, Y).

. On effectue le changement de variables U =Y — X et Z = Y + X. Quelle est la loi du couple
(U, Z) ? En déduire les lois marginales de Z et de U.

. Onpose T = Z + W, olt W est une variable aléatoire de loi normale N'(0, o%) indépendante de
Z. Déterminer les lois conditionnelles de 7'|Z =0 et de T'|Z = 1 (c’est-a-dire les lois condi-
tionnelles de 7" sachant Z = 0 et sachant Z = 1). Déterminer P [T' < t] ,Vt € R et en déduire la
densité de T'. Représenter graphiquement cette densité.
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