EXAMEN PROBABILITES - IMF2E
Lundi 17 Novembre 2025 (8h00-9h45)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Changement de variables continues (8 points)

On considere un couple de deux variables aléatoires X et Y de de densité
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1. Déterminer les lois marginales de X etde Y.

2. On définit les deux variables aléatoires Z = X et T' = % Quelle est la loi du couple (Z,T") ? (on
accordera une attention particuliere au domaine de définition de ce couple que 1’on représentera
graphiquement).

3. Déterminer la loi marginale de 1" et montrer que c’est une loi beta dont on déterminera les parametres.
Les variables aléatoires Z et T" sont-elles indépendantes ?

4. Déterminer la covariance du couple (X,Y).

5. Déterminer la loi conditionnelle de Y| X et sa moyenne E[Y'|X]. En déduire E[Y] en utilisant le
théoreme des espérances conditionnelles.

Exercice 2 : Théoreme central limite (5 points)

On considere une variable aléatoire continue X de densité
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1. Déterminer la loi de la variable Y = % et en déduire a Iaide des tables la moyenne et la variance
de la variable aléatoire X .

2. On considere n variables aléatoires indépendantes X7, ..., X,, de méme loi que X et on construit
la variable aléatoire .
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Déterminer la moyenne et la variance de Y, et sa loi limite issue du théoréme central limite. En

déduire que /n(Y;, —0) converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale dont on précisera
les parametres.



Exercice 3 : Lois binomiales corrélées (7 points)

On considere trois variables aléatoires indépendantes X7, X2 et X3 de méme loi binomiale B (n, p)
et on construit les deux variables aléatoires Z = X7 + XqetT = X7 + X3.

1. Montrer que les lois de Z et T" sont également des lois binomiales dont on déterminera les parametres
(on pourra déterminer les fonctions caractéristiques de Z et T').

2. Déterminer la covariance et le coefficient de corrélation du couple (Z,T').

3. Déterminer la probabilité conditionnelle P[Z = k,T = [|X; = m] en précisant les valeurs
possibles de m et de (k, ). En déduire le résultat suivant :
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4. On suppose dans cette question que n = 2. Déterminer la fonction caractéristique de la variable
aléatoire U = Z — T et montrer qu’elle s’écrit
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En déduire que U est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {—2, —1,0,+1, +2} et déter-
minées les probabilités associées.
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