TD 3 PROBABILITES - COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES - |HY

Exercice 1 : Loi de Poisson et loi binomiale.
On consideére une variable aléatoire X de loi de Poisson de paramétre A, i.e., X ~ P(\) et une variable
aléatoire Y telle que Y| X = n suit une loi binomiale de paramétres n et p = %, ie, Y| X =n ~
B (n, %) On rappelle le résultat classique e* = :i% %, Vx € R.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Montrer que Y suit une loi de Poisson P (%)

3. Montrer que E[XY] = ZA(1 4 X) (on pourra utiliser le théoréme des espérances conditionnelles
et le fait que la moyenne de Y'| X = n est connue).

4. Déterminer a tel que la covariance du couple (X, Z = X + aY') soit nulle.

Exercice 2 : Tirages sans remise.
On considere une urne constituée de N > 1 boules numérotées de 1 a /N. On tire deux boules sans
remise dans cette urne. On note X; le numéro de la premiere boule et X5, le numéro de la seconde boule.

1. Déterminer les lois de X, X et du couple (X7, X2) (on prendra soin de préciser les domaines de
ces variables et vecteur aléatoires).

2. Déterminer la covariance entre X et Xo. On rappelle que

Zj: n(n+1) ethQZ n(n+1)6(2n+1)

=1 i=1

3. Déterminer la loi du couple (Z,U) avec Z = X7 — X9 et U = X7 (on prendra soin de représenter
graphiquement I’ensemble des valeurs possibles du couple (Z, U)). En déduire la loi de Z.

Exercice 3 : Décorrélation n’implique pas indépendance !
Soit X une variable aléatoire de loi normale N'(0,1) et Y une variable aléatoire binaire prenant les
valeurs +1 et —1 avec P[Y = 1] = P[Y = —1] = 3. On suppose que X et Y sont indépendantes et on
pose Z = XY.

1. Déterminer la loi de Z.
2. Déterminer la covariance du couple (X, Z) notée cov(X, Z).

3. Calculer P [X + Z = 0] et en déduire que X et Z ne sont pas indépendantes.



Exercice 4 : couple de variables aléatoires discrete et continue.
Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires réelles telles que Y suit une loi exponentielle de parametre
¢ (de densité notée g (y)) et pour y > 0 la loi de X sachant Y = y est la loi de Poisson de parametre y

g(y) = ce” y>0
gy) =0 ) y<0
P X=klY =yl=%e?Y k€N

Déterminer P [X = k].

Exercice 5 : parties entieres et fractionnaires
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1. Si k est un entier fixé (k € N*), on définit les
variables aléatoires X et Y de la fagon suivante

X = Ent(kU)
Y = Frac(kU) = kU — Ent(kU)
ot Ent(kU) et Frac(kU') désignent les parties entieres et fractionnaires de U. Montrer que X et Y sont

deux variables aléatoires indépendantes, la premiére de loi uniforme sur {0, ..., k — 1}, la seconde de loi
uniforme sur [0, 1[.



Réponses
Exercice 1
On considére une variable aléatoire X de loi de Poisson de parametre A, i.e., X ~ P(\) et une

variable aléatoire Y telle que Y| X = n suit une loi binomiale de parametres n et p = % ie., Y|X =
B 1
n~B(n,jz).

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
(X,Y) est un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans N? tel que

PIX =n,Y =k = P[Y =k|X =n]P[X =n]
n! \N"\» _
= m <2> 7!6 )\, (k;n) S {0, ,n} X N
= k“(nl— Bl (;\) e, (k,n)e€{0,...,n} xN

2. Montrer que Y suit une loi de Poisson P (%)
On apourtout k € N

Py =k = ) P[X=nY =£
neN
- Slwm(3) )
_ e_)\kl!mooo [nlll <)\>m+k] |

On reconnait une loi de Poisson de parametre %, ie,Y ~P (%)

3. Montrer que E[XY] = %)\(1 + ) (on pourra utiliser le théoréme des espérances conditionnelles).
D’apres le théoreme des espérances conditionnelles

B[XY] = Ex{By[XY|X]} = Ex{XEy[Y|X]} = Bx {X x )2(} - LEX?)

En effet comme la loi de Y'|X = n est une loi binomiale B (n, 3 ), son espérance est Ey [Y'|X =
n X

Comme X suit une loi de Poisson de parametre A, on en déduit
E[X?] = var[X] + E*[X] = A + A%

d’ou

4. Déterminer a tel que la covariance du couple (X, Z = X + aY') soit nulle.
D’apres ce qui précede, on a

E[X]:/\etE[Z]:)\+a%:>\(1+g).



de plus

1
Emzhdmﬁhamxm:A+ﬁ+ar(;M}
On en déduit

wwx@:Ewm—mmmm:AP+g_
La covariance du couple (X, Z) est donc nulle si et seulement si a = —2.

Exercice 2
1) X; et X9 suivent des lois uniformes sur {1,..., N} tandis que le couple (X1, X5) suit une loi
uniforme sur {(¢,j),7 € {1,.... N},7 € {1,...., N} ,i # j}, c’est-a-dire

1
PXi=i,Xo=jl= —F—~ e{l,.,N},je{l,.,N},i#j
[ 1 1, A9 ]] N(N—l) Ze{v ) }7]6{7 ) }7Z7éj
2) N est clair que E [X1] = E [Xo] = L. De plus
1
EX1Xy = ]
[X1Xo] Z”N(N—l)
i#£]
- FE-pLY
- NV o1&y

i#]
1 .. .
= 7]\7(1\7—1) %:”_22;22

Des calculs simples permettent d’obtenir

(N +1)(3N +2)

E[X1X,] = 12

et par suite

N +1

cov (X1, Xo) = BT

3) Le changement de variables est tel que

Z=X,-X X
{ 1 2 <:>{ 1

U
U=2X; Xo=U-Z7

donc il est bijectif de
{(4,j),i=1,...N,j=1,..,N,i # j}

dans
{(u,2),ue{l,..,N},ze{u—N,..,u—1},z #0}

Le couple (Z, U) suit une loi uniforme sur son ensemble de définition.

Z estavaleurs dans {— (N —1),...,—2, -1} U {1,2,..., N — 1} et

Ona

N —|z]

P[Z:z]:m

ze{-(N-1),..,-2,—-1}U{1,2,...,N — 1}.

Exercice 3
1) On détermine la fonction de répartition de Z
PlZ <z = P[XY <Z]
= P[X<zY=14+P[-X<zY=-1].

4



Puisque X et Y sont indépendantes, on a

P[Z<z = P[X<zP[Y=1+P[X>—2P[Y =—1]
= F(z)x %—I—F(z) x%
= F(z)

ol F(z) est la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1). Donc Z ~ N (0, 1).
2) La covariance du couple (X, Z) est définie par
cov(X,Z) = E[XZ]-E[X]E[Z]
E[X?*Y] - E[X]E[XY].

Puisque X ~ N(0,1),ona E[X] = 0 etE [X?] = 1. De plus E[Y] = 0 (Y prend les valeurs +1 et
—1 de maniere équiprobable), d’ou en utilisant I’indépendance entre les variables X et Y

cov(X,Z)=0.
3) La probabilité recherchée s’écrit

PX+Z=0 = P[X+XY]=0
= P[X(1+Y)=0]

1

= PlY=-1]=-.

2

On a une chance sur 2 d’avoir Z = — X, donc X et Z ne sont pas indépendantes méme si cov(X, Z) = 0.

Ceci est un exemple de couple de variables aléatoires non indépendantes de covariance nulle

Exercice 4
L’ objectif de cet exercice est d’étudier un exemple de couple de variables aléatoires (X, Y') tel que ’'une
des deux variables Y est discrete tandis que 1’autre variable X est continue. En utilisant les résultats
concernant les probabilités conditionnelles, on obtient

PlY =k = /RP[XZkIYZy]g(y)dy

400 yk
— I oY —cy
= /0 I e ¥ xcemYdy

+oo c k
_ Y —(c+l)y
= /0 o € dy.

En effectuant le changement de variables u = (¢ + 1)y, on obtient

400 k
PlY =k] = / %( U et x du
0 e+1) c+1
C
= % __ keN
(et e 7

en utilisant le fait que

“+o00
D(k+1)= / uPe™du = k.
0

Exercice 5
Loi de X



Il est clair que X est a valeurs dans {0, ...,k — 1}. De plus

PlX=i =

P <U<

[z‘
i+1
k

du

o

1

Donc X suit la loi uniforme sur {0, ...,k — 1}
Loide Y

Il est clair que Y est a valeurs dans [0, 1].

Poury < 0, il estclairque P[Y <y] =0

Poury > 1,ilestclairque P[Y <y| =1

Pour y € [0,1[, on a

PlY <]
fe—
Y PIY <y X =i
i=0
k—1

=0

Donc Y suit la loi uniforme sur [0, 1].

Indépendance de X et de Y

Pli <kU<i+1]

1+ 1

|

k—1
P[gﬁY<%X—H

Y PRU —i<y,i <kU <i+1]

|

Pour montrer que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, il suffit de montrer que

P[X=iY <y|=P[X=iP[Y <y

Or
P[X =4,Y <y]
P|\U<
Y

On a bien P[X =1i,Y < y]
aléatoires indépendantes.

Vi € {0,....,k —1},Vy € [0,1].

Pli<kU <i+1,kU—i <y
yt+ii
k' k

1+ 1

<U
SUL 2

z (d’apres ce qui précede).

P[X =] P[Y <y, ce qui signifie que X et Y sont des variables



