TD 4 PROBABILITES - COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES - 1HY

Exercice 1 : un vecteur non-gaussien de lois marginales gaussiennes.
Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires de densité

f(z,y) =kexp (-#) (z,y) e RT x RTUR™ x R™
f(z,y)=0 sinon

1) Calculer k.

2) Déterminer les lois marginales de X etde Y

3) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Calculer la covariance du couple (X, Y') notée cov(X,Y).

5) Déterminer les loisde Z = X + Y etde U = X — Y en fonction de la fonction de répartition de la

u2
loi normale AV'(0,1) notée F (z) = [ \/%e_Tdu.
6) Déterminer laloide 7' =Y/ X.

Exercice 2 : Simulation de variables aléatoires normales. Méthode de Box-Miiller.
Soient U et V' deux variables aléatoires indépendantes de mémes lois uniformes sur |0, 1]. On définit les
variables aléatoires X et Y de la facon suivante

X = vV—-2InUcos(27V)
Y = v-2InUsin(27V)

Montrer que X et Y sont des variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes. Application ?

Exercice 3 : couple de variables aléatoires continues.
Soitd > 0et D = {(z,y) €eR* / 0<y<az}. Uncouple (X,Y) de variables aléatoires réelles a
pour densité
flzy) =02 (z,y) € D
f(z,y)=0 sinon

1) Calculer les lois marginales de X etde Y.
2) Calculer la loi de Z = Y/ X et montrer que les variables aléatoires X et Z sont indépendantes.



Réponses
Exercice 1
1) L’intégrale d’une densité de probabilité étant égale a 1, on en déduit
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2) En observant la forme du domaine de définition du couple, on en déduit que X et Y sont toutes deux
a valeurs dans R. De plus

 Jgep(z,y)dysixz >0
o) = [ ptagpy = { e b=

On effectue le calcul pour x > 0 (le résultat sera le méme pour x < 0 par symétrie) et on obtient

p() = /Ooojrexp< z “’)d
- i/iiexp( =)
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qui est la densité d’une loi normale N (0, 1). Puisque le résultat est identique pour x < 0, on en déduit
X ~N(0,1).

Par symétrie, on obtient

Y ~N(0,1).

Cet exemple trés classique montre qu’un couple (X, Y') peut étre non gaussien méme si les lois marginales
de X et Y sont gaussiennes.

3) Si les variables X et Y étaient indépendantes, on aurait p(x,y) = p(z,.)p(.,y), Vz,y et donc comme
X ~N(0,1)etY ~ N(0,1), on aurait

1 1
pasy) = g exp |5 (e + )] ¥lay) € 2

2



Comme ce n’est pas le cas, les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

4) Par définition
cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Puisque X ~ A (0,1),0na E[X] = 0 et donc
cov(X,Y)=E[XY] = // xyp(x,y)dzdy.
R2

Par symétrie
cov(X,Y) = 2// xyp(z,y)dzdy.
Rt xR+

Des calculs élémentaires permettent d’obtenir
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5) Le changement de variables

Z=X+4+Y

U=X-Y
est bijectif caron a X = % ety = % Le domaine de définition du couple (Z,U) noté D est
représenté sur la figure ci-dessous

Wik
|

La matrice Jacobienne de ce changement de variables est

ox  Ox 11
0z ou 2 2

J p— =
9y Oy 1 _1
0z ou 2 2

d’ol |det(J)| = 3. La densité du couple (Z, U) est donc

exp [—3(22 +u?)] si(z,u) €D

9(z,u) =
0 sinon.



Les lois marginales de Z et de U s’obtiennent par intégration de g(z, u)

g(z,.) = /Oo g(z,u)du

—00

1 22 |z| u2 J
= %exp <—4) /;|Z exp (—4> U

En effectuant le changement de variables v on obtient

oz = mewp (- )[f( )-e (-5 cer

La loi marginale de U se détermine de maniere similaire

g(,u) = /Oo g(z,u)dz

soit
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On remarqueraque Z = X + Y et U = X + Y ne suivent pas des lois normales, alors que X et Y
suivent toutes les deux des lois normales.

6) On peut effectuer un changement de variables apres avoir introduit une variable auxiliaire. Mais
peut-&tre plus simplement, on peut calculer la fonction de répartition de T’

Y
P[T<t]:P[X<t} =PlY <tX,X>0/+P[Y >tX, X <0].

Puisque Y et X sont de méme signe, on a P [T < t] = 0 pour ¢ < 0. De plus, pour¢ > 0
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En dérivant par rapport a ¢, on obtient la densité de T’
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Exercice 2
Le changement de variables se décompose comme suit

U N vV=—2InU =R N Rcos® =X
Vv 27V =0 Rsin® =Y

La premiére application est bijective de ]0,1] x ]0, 1] dans R* x ]0, 27]
La deuxiéme application est bijective de R** x [0, 27r[ dans R?\ {(0,0)}
On a classiquement

R = VX24+Y2

Y
© = arctan [X} + km

d’ou

X2 4+Y?2
v = e (X

1 Y
Vv = o [arctan <X> + /m]

Le jacobien de la transformation est défini par

D’ot la densité du couple (X,Y)
1 ~L1(a244?)
fla,y) =g e 2 12 (z,y).

X et Y sont donc deux variables aléatoires indépendantes de lois normales A/(0, 1). Ce résultat est utile
car il permet de générer des variables aléatoires indépendantes de lois normales A/ (0, 1) a partir de lois
uniformes indépendantes.

Exercice 3
1) Des calculs élémentaires permettent d’obtenir

flz,.) = 92.’E6_9x1R+(l‘)
fl,y) = Qefeyl]m(y)

Donc Y suit une loi exponentielle de paramétre 6 et X suit une loi gamma I (6, 2).

2) On pose
Y
Z ==
X
T=X

Le changement de variables est bijectif de D dans |0, 1[ x RT. Le Jacobien est |J| = ¢ et la densité du
couple (Z,T) est
g('zv t) = t026_9t1]0,1[><R+ (Z7 t)

Par intégration, on en déduit que Z suit une loi uniforme sur |0, 1] et que 7" suit une loi gamma I" (6, 2).
Les variables Z et T' sont indépendantes.



