TouloUsE

Examen Mardi 23 Octobre 2012

Enoncé
On considére un couple de variables aléatoires discretes (X,Y') défini comme suit
PIXY)=(0,0)] = =1
PIX,Y) = (-1,-1)] = P(X,Y) = (1L,-1)] = P[(X,Y) = (1,O)] = P[(X,¥) = 0,1)] = =
PIXY)=(0,-1)] = PI(X.Y)=(-1,0] =
PIX.Y) = (-L1)] = PIX.Y)=(1L1] =

1) Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes
9

2) Déterminer la covariance du couple (X,Y’) notée cov(X,Y). Peut-on retrouver le résultat de la
question 1) avec la valeur de cov(X,Y) ?

3) Déterminer la loi du couple (Z,T) avec Z = X? et T = Y? puis les lois marginales de 7 et T.
Les variables aléatoires Z et T sont-elles indépendantes 7

4) Que pensez vous de I'affirmation “deux variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes
si et seulement si X? et Y2 sont indépendantes ?

Réponses
1) X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans {—1,0, 1} avec

PIX=—-1] = P[X,Y)=(=1,—1)]+P[(X,Y) = (=1,0)] + P[(X,Y) = (—1,1)] = %
PIX=1 = P[X,Y)=(L—1)+P[X,Y)=(L0)] + P[(X,Y) = (1,1)] = 3—72
PIX =0 = P(X,Y)=(0,0)] + P[(X,¥) = 0,1)]+ P[(X,Y) = (0,-1)] = 30 = 5
De méme, Y est une variable aléatoire discréte & valeurs dans {—1,0, 1} avec
PIY=-1] = P(X,Y) = (-1,-D]+ P[(X,¥) = (1,~1)] + P[(X,V) = (0, ~1)] = o
PIY=1] = PIX,Y) = (~L1)]+ P[(X,Y) = (0,1)] + P[(X,Y) = (1,1)] =
PV =0] = PI(X,Y)=(~1L0)]+ P[(X,Y) = (1,0) + P[(X,Y) = (0,0)] = 5 = 5



I1 est assez facile de voir que X et Y ne sont pas des variables aléatoires indépendantes. Par exemple

3 1_5
PIX,Y)=(0,1)] = #PIX =0 P[Y =1] =5 x =
2) La covariance du couple (X,Y) est définie par
cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]
avec
BX] = (-)x o +1x 5 40x5 ="
BY] = (-1)x o +1x 2 +0x5 ==
EWH=:&D4%+§%44%+§}ﬂ
Donc ;
cov(X,Y) = ~556°

Puisque cov(X,Y) # 0, on en déduit que les variables X et Y ne sont pas indépendantes et on
retrouve le résultat de la question précédente.

3) En observant la loi du couple (X,Y'), on voit que (Z,T) est un couple de variables aléatoires
discretes a valeurs dans {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} avec

PIZT) = (0,0] = PIX,Y)=(0,0]= =1
PWEFMMHleKW=@m+HMY)m;m:%+%:%
PUZT)=(0)] = PIX,Y)=(L0)]+P[X,Y) = (-10) = = + - =
PIZT)=(1)] = §

donc le couple (Z,T) est uniforme dans l’ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
En observant les lois marginales de X et Y, on peut déterminer les lois de Z et T" qui sont toutes
deux & valeurs dans {0, 1} avec

PIz=0] = PIX=0]=

PZ=1] = P[X:1]+P[X:—1]:§+%—§
et

PIT=0] = Py =0]=,

PIT=1 = P[Y:1]+P[Y——]—3—52 % %



En d’autres termes, Z et T sont des variables aléatoires discretes uniformes dans {0, 1}. On remar-
que que

PUZT) = (1)) = { = P2 == P[T = 1)

pour tout couple (z;,t;). Les variables aléatoires Z et T sont donc indépendantes.

4) Cette affirmation n’est pas correcte; Plus précisément, si X et Y sont des variables aléatoires
discretes indépendantes, alors X2 et Y2 sont aussi indépendantes; La réciproque est fausse comme
le montre cet exercice.

Exercice 2

Enoncé
On considére un couple de variables aléatoires continues (X, Y') de densité

L4 ay) si [z <let |y <1
—J) 1
f(@y) { 0 sinon

1) Quelles sont les lois marginales de X et de Y ? Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes ?

2) Déterminer la covariance du couple (X,Y’) notée cov(X,Y). Peut-on retrouver le résultat de la
question 1) avec la valeur de cov(X,Y) ?

3) On voudrait déterminer la loi du couple (Z,T) avec Z = X% et T = Y?2. Montrer que ce
changement de variables définit quatre bijections que 1'on précisera. En déduire la loi du couple
(Z,T) puis les lois marginales de Z et T'. Les variables aléatoires Z et T' sont-elles indépendantes ?
4) Que pensez vous de l'affirmation “deux variables aléatoires continues X et Y sont indépendantes
si et seulement si X2 et Y2 sont indépendantes ?

Réponses
1) X et Y sont des variables aléatoires continues de densités

/fxydyaf /fxy

Comme le domaine de f(z,y) est [—1,+1] x [—1,+1], on obtient

A4 ay)dy six € [~1,+1]
M) = { 0 sinon

Des calculs élémentaires conduisent a

+1 27 +1
1 1 y 1
= dy = - 2l ==
/1 7 (L +ay)dy 4ly+x2}_l 5

Donc X suit la loi uniforme sur l'intervalle [—1,41]. Par symétrie, il en est de méme pour Y. Les
variables X et Y ne sont pas indépendantes car pour (z,y) € [—1,+1] x [-1, +1]

Yt ayydy # £(e.)f(oy) =

flz,y) = 1

o |



2)La covariance du couple (X,Y’) est définie par
cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
avec
E[X] = = 0 (voir tables de la loi uniforme)

E[XY] = //szyfxyd:ﬂdy

Des calculs élémentaires conduisent a

// xyf(z,y)dedy = // *y (1 + xy) dzdy
R? 141 x[-1,41] 4
1
= 0 + - </ 932dx) (/ dey)
~ AN\ Jii4 [~1,4+1]

Intégrale d’une fonction impaire

_ L, IV
4 3) 9

Puisque cov(X,Y) # 0, on en déduit que les variables X et Y ne sont pas indépendantes et on
retrouve le résultat de la question précédente.
3) On sait que

7 = X’ X=+V7
T = YieY =4+VT

On a donc quatre bijections

e la premiere

= 0 1
Jy=| 2v* avec |det(Jy)| = —=
( 0 2%/; ) 4/ 2t

et meéne a une densité

e la seconde

[0,1] x [-1,0] — [0,1] x [0,1] _1 B
g2 2,y2) avec g, (z,t) = ([>—\/E)

(r,y) — () =(z

qui admet la matrice Jacobienne



L0 1
Jo = ( 8\/5 ) ) avec |det(Jy)| = N

et meéne a une densité

e la troisieme
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qui admet la matrice Jacobienne

o
‘H

— 0 1
Js=| 2% avec |det(J3)| = 1

et meéne a une densité

e la quatrieme

[~1,0] x [~1,0] — [0, 1] x [0, 1] o
Moy — ()=@%y) 0 (1) = (=V7 - V)

qui admet la matrice Jacobienne

—L 0 1
Jo=| »* det(J,)] = —=
f (0 _1>avec\e(4)| Ve

et meéne a une densité

NEREY E

On en déduit que le couple (Z,T) est & valeur dans RT x R™ et admet la densité

a(0) = D ailzt) = { s () el0,1x[0.1]

0 sinon

On remarquera que

J e ([ i) ([ ) -



La densité de Z s’obtient par intégration de la densité jointe ¢(z,t). On obtient

q(z,.) = /q(z,t)dt - { 5z si2€[0,1]

0 sinon

De méme

q(,t) = /q(z,t)dz = { 2vi Sit€0,1]

0 sinon

On peut donc observer que ¢(z,t) = q(z,.)q(.,t) pour tout couple (z,t). Les variables aléatoires Z
et T sont donc indépendantes.

4)Cette affirmation n’est pas correcte; Plus précisément, si X et Y sont des variables aléatoires
continues indépendantes, alors X? et Y2 sont aussi indépendantes; La réciproque est fausse comme
le montre cet exercice.

Exercice 3

Enoncé
Soient X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes de méme loi normale A/(0,1). On pose

1 1
}/1:§(X1—|—X2) etY2:§(X1—X2)
1) Déterminer les lois des vecteurs (X7, Xs) et (Y7, Ys). Les variables aléatoires Y7 et Ys sont-elles
indépendantes ? (prenez soin de justifier vos réponses).
2) On pose
1 i -
— (X1 +Xy) et §% =~ X;i— X
b ) e 5= 1S (-

7 2

e Exprimer X et S? en fonction de Y; et Y5.
e Les variables aléatoires X et S? sont-elles indépendantes ?

e Déterminer les lois de X et S2.
Réponses

1) Comme X; et X, sont deux variables aléatoires indépendantes de méme loi normale N (0, 1), la
densité du couple (X 1, X3) est

_ 1 AN x2

qui la densité d”une loi normale a deux dimensions de vecteur moyenne m et de matrice de covari-

ance Y avec
0 1 0
m—<0)6t2—<0 1).




Le changement de variables permettant de passer de (X7, X3) a (Y7, Y2) est affine puisque

()= (1 2 () -~(x)

Le déterminant de la matrice A est ]
det(A) = —5 % 0

DO [0 [

donc la matrice A est de rang 2, ce qui permet d’appliquer le résultat du cours

Y,

(32)=~((5)2x)

AAT:<1/2 0 )

( n ) ~N (Am,ATA")

c’est-a-dire

avec

0 1/2

Comme (Y7, Y5)T est un vecteur Gaussien et que cov(Yy, Y3) = 0, on en déduit que Y; et Y5 sont des
variables aléatoires indépendantes.

2)
e On a
{YI 2 (X1 + Xs) {X1 Y1+ Y,
Yo =5 (X1 — Xy) Xo=Y1—Ys
Donc
X=-(X1+Xy) =Y,
et
2
28t = 3 (x
— Z(X2—2XX+X)
5
— Y X2 2X (2X) +2X°
=1
= (M +Y2) + (Vi —Ya)? -2y
= 2V}
d’olt
X =Y et S?*=

e Puisque Y; et Y; sont des variables aléatoires indépendantes et (Y, 52) = (Y1,Y5), on en
déduit que X et S? sont des variables aléatoires indépendantes.

7



e Laloi de Y; est triviale a trouver puisqu’on connait celle de (Y7, Ys) et qu’on sait que toutes
les lois marginales d'un vecteur Gaussien sont Gaussiennes. On en déduit

X =Y, ~N(0,1/2).

De plus, on a
S2 — }/22 =

(van)

Comme U = /2Yy ~ N (0, 1), 25? = U? suit une loi du x?3.

DN | =



