Partiel de Probabilités

Jeudi 3 novembre 2011, 8h00-10h00
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Partiel sans documents (une feuille manuscrite Aj est autorisée)
Baréme indicatif : Ex. 1 (10pts), Ex. 2 (5pts), Ex. 3 (5pts)

Exercice 1: Loi de Rayleigh‘

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois normales NV(0, o%) et on cherche

la loi de la variable aléatoire
R=vX2+Y2

appelée loi de Rayleigh.
1) Déterminer la loi du couple (R, ) obtenu a partir de la définition des coordonnées polaires

X = Rcosf
Y = Rsinf

X\? /Y\?
R=oc¢ Uavch:(—) +<—>
o o

Rappeler la loi commune & & et £ la loi de U (vue en cours) et en déduire la loi de R (déja
déterminée a la question précédente).
3) Une autre maniere de déterminer la loi de R est de calculer sa fonction de répartition notée F(r).
Exprimer F(r) en fonction d’une intégrale double de la densité du couple (X,Y’) notée f(z,y) sur
un domaine que l'on précisera. Effectuer le changement de variables des coordonnées polaires dans
cette intégrale double et en déduire la densité de R déja déterminée aux deux questions précédentes.
4) Déterminer E [R] et var[R)].
5) On considere n variables aléatoires Ry, ..., R, indépendantes suivant la loi de Rayleigh. Déterminer
la fonction caractéristique de

S=> R

k=1

et en déduire que S suit une loi Gamma dont on déterminera les parametres.

En déduire la loi de R.
2) On remarque que



| Exercice 2 : vecteurs Gaussiens|

On considére un vecteur Gaussien de R* de moyenne m = (0,0,0,0)7 et de matrice de covariance

M telle que
| A 0 (00 (21 (41
M—[02 B}ave002—<0 O),A—<1 2>etB—(1 4)

1) Déterminer les lois marginales des couples (X7, X2),(X7, X3) et (X7, Xy). Les variables aléatoires
X1 et X5 sont elles indépendantes 7 Méme question pour les variables X; et X3 puis pour les
variables X; et X, (prenez soin de justifier vos réponses).

2) Soient a et b deux réels non nuls.

e Quelle est laloide U=0a>;, X; ?
e Déterminer la loi du couple (V,W)" avec

V=a(X;+Xs) et W=b(Xs5+X).

Les variables aléatoires V' et W sont-elles indépendantes 7.

| Exercice 3 : variables aléatoires discrétes|

On considére une variable aléatoire discrete uniforme X a valeurs dans {—2,+2} (i.e., P[X = —2] =
P[X = 2] =1/2) et une variable aléatoire binaire Y telle que

PlY=1=pet PIY =0=q=1—p

avec p € ]0,1[. On suppose de plus que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes.

1) Quelle est la loi de la variable aléatoire U = XY 7 Déterminer E (U) et Var(U).

2) Quelle est la loi de la variable aléatoire V' = X?Y? ? Déterminer E (V') et Var(V).

3) Déterminer la loi du couple (U, V). Déterminer la covariance de ce couple notée cov(U, V). Les
variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes 7 Commenter ces deux derniers résultats.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o? : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o? : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité | m o? F. C.
) = 1 ith _ ita
Uniforme /@) b-a QTH) (bzg)z 6 ‘
€ a, b it (b—a)
f (.’,U) — F@(:) e—szV—l
Gamma 0 v v 1
>0, v>0 = - N
T (0, v) 0 & (1—i5)
x>0
Premiére loi 1
f(z) = Ltelal 0 2 5
de Laplace L+t
Normale f ( ) | leom 2 9 imt— o212
x) = e 20 m o e 3
N (m,?) e
Khis f(x)=ke 2227}
1 1
2 k= ——F v 2v T
Xl” 2:T (3) (1— 2it)*
I (3.%) veN, A >F
1
(x)
Cauchy z—a) 2 .
TA (1 + (T) ) (-) ) ezat—)\|t\
e A>0,acR
fl@)=kat(1—2)"
N _ T(a+b) _a_ ab
Béta k= term) atb | (a+b)?(atbr1) ()
a>0,b>0,2€]0,1]




