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Triplet de Probabilité (), C, P)
-

e ) : Ensemble des résultats d’expérience T

o C : Ensemble des événements
e CC P
e () €C (événement certain)

e si AcCalors A € C (événement contraire)

e siA; € C,ie I (Ifiniou infini dénombrable), alors
UA; € C

o P : application probabilité de C dans |0, 1]
e P(Q2)=1
e P(A)=1-P(A)
e P(UA;) =) .7 P(A;) siles événements A; sont
L disjoints. J
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Propriétés

o Evénements
a e’
e si A; € C,i < I (lfini ou infini dénombrable), alors
NA; € C
o Probabilité
e P(0)=0
e siAC B,alors, P(A) < P(B)
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)

|
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Vocabulaire

- N

e Sia € (2 alors {a} est un évenement elémentaire

e SiQ)=U;crA; avec A;NA; =0,onditque {A;};cr estun
systeme complet d’événements

e (€2,C) espace probabilisable
e (02,C, P) espace probabilisé
e C tribu ou o-algebre

o |
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Equiprobabilité - Dénombrement

-

o Définition
P(A) = card(A)  Nombre de cas favorables
~ card())  Nombre de cas possibles

e Exemples

e Jetd'undeé
e Tirages avec remise dans une urne a 2 categories

P(k succés sur n expériences) = (Z) Pf(l _ Ps)n—k

avec k=0,...,n, (}) = k!(,ﬁk)!, P, est la probabilité

du succes sur une expéerience et n est le nombre
B d’expériences identiques et indépendantes. o
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Probabilités conditionnelles

-

o Définition
P(ANB)
P(B)

P(A|B) = ou P(AN B) = P(A|B)P(B)

o« [héoreme des probabilités totales
P(B) =) P(B|A;)P(A;)
el
pour tout systeme complet d’événements {A;}.
e Formule de Bayes

pealp) - PBIAPA

- o) |
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Indépendance

f o Deux événements T

Deux événements A et B sont indépendants si et ssi
P(ANB)= P(A)P(B)ou P(A|B) = P(A)

o Généralisation
On dit que {A;};c; est famille d'événements
mutuellement indépendants si et ssi

(NiesAi) = [ | P(A), VI C I

1€J

= EXxercice d’application

o |
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Que faut-il savoir ?

Probabilité d’'une reunion d'événements : P (AU B) =7 T

Probabilité de I'évenement contraire : P (A) =?
Equiprobabilité : P(A) =7

Lol Binomiale : P(k succés sur n expériences) =7
Probabilité conditionnelle : P(A|B) =7
ndépendance : P(AN B) =7

-ormule de Bayes : P(A|B) =7

|
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Plan du cours

f e Chapitre 1 : Eléments de base du calcul des probabilitésT

o Chapitre 2 : Variables aléatoires réelles

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Définition

_oi d’'une variable aléatoire

~onction de répartition
Exemples fondamentaux
Espérance mathématique

Changements de variables

o Chapitre 3 : Couples de variables aléatoires réelles

e

|
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Variable aléatoire réelle

f o Définition T
Soient (€2,C, P) un triplet de probabilité qui est associe
a I'expérience et (2',C’), avec Q' C R un espace
probabilisable qui résume les quantités qui nous
intéressent. Une variable aléatoire réelle X est une

application de Q dans Q' qui posséde la propriété de
mesurabilité :

V(a,b) € C' {w|X (w) € (a,b)} €C.
o Exemple : somme des resultats de deux deés

¥ . Q— QY
- (m,n) —m+n

o |
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Variable aléatoire discrete

- N

e Loi d’'une variable aléatoire discrete
{X(w),w € Q} est fini ou infini dénombrable. La loi de X
est définie par
e I'ensemble des valeurs possiblesde X : {x;,i € I}
e les probabilités associées p; = P|X = z;] avec

sz—letPXEA sz

1e1 T €A

o Exemples
e Jetd'unde
a Jet d'une piece

o |
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Variables aléatoires continues

-

e Loi d’'une variable aléatoire continue
{X(w),w € Q} est infini non dénombrable avec
P[X = x;] = 0,Vz;. La loi de X est définie par
e I'ensemble des valeurs possibles de X qui est en
général une réunion d’intervalles

L -y R—R
e Uune densité de probabilité p : - telle que
z — p()

p(z) > 0,Vz € R,

/Rp(u)du =1,

PIX € A| = / p(u)du.
A |
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Variables aléatoires continues

f e Remarques T

e On peut avoir p(x) > 1!

P X €[z, x+dx]|
dx

o) = Jom

e P[X €|z, x+ dzx|] ~ p(x)dx pour dz “petit”
p(x)dx est donc sans dimension!
e lien avec I'histogramme

o Exemples
e Loi uniforme sur [a, 0]
e Lol normale
a Lois exponentielle et gamma
Q

S -
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Variable aléatoire mixte

-

f e Loi d'une variable aléatoire mixte
{X(w),weN)} = FU{x;, € I} estlaréunion de deux
ensembles, le premier £ est infini non denombrable
avec P[X = x| =0,Vz € I, le deuxieme est fini ou infini
dénombrable avec p; = P[X = ;] > 0. La loi de X est
définie par
Q {337;,6 ]} avecC p; = P[X — 377,] > ()
e FE et une densité de probabilité p telle que

p(x) >0,V € R

fR (u du+2zelpi:1
XEA pr dU+Z$ EApZ

L o Exemple : Tension aux bornes d’un voltmetre J
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Exemples Fondamentaux de Lois Discretes

f e Loide Bernoulli: X ~ Be(p) T
PIX=1=petPX=0=q=1-p

Lancer d’'une piece, “Succes ou Echec’, ...
e Loi Binomiale : X ~ B(n,p)

P X =k = (Z)pkq”_k, k=0,...,n

Probabilité d’avoir k£ succés sur n expériences, X = > " | X
ou X; suit une loi de Bernoulli, ...

e Loide Poisson : X ~ P()\)

)\k:
PIX =k = > exp(—)), keN

k!
Loi du nombre d’'arrivées pendant un temps donne
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Exemples Fondamentaux de Lois Continues

f e Loi Uniforme : X ~ U ([a, b)) T

p(x) = T € |a, b

o Loi Normale ou Gaussienne : X ~ N(m, %)

1

plr) = exp | —
( ) 2mo? [

(. —m)
202

2
], r € R

o Loi Gamma : X ~ Ga(a, )

[(a)

p(x) = t“ Lexp(—Bz), x>0

Pour a = 1, on a la loi exponentielle
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne o? : variance F. C. : fonction caractéristique

pk;P[X;k] pl,.“,m;P[Xl ;kl,...,Xm;km}

LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
Pr = e(l—e
Uniforme n "Tl nzlgl ( - )
ke{l,..n} n(l-ev)
p=P[X -1 -p
Bernoulli po=P[X =0 =¢q P Pq pet + ¢
pe(0,1]] g=1-p
. Pk = k!(ﬁk)!f’kqn_k
Binomiale it n
pel0,l] g—1-p np npq (pe'* +q)
B (n,p)
ke{0,1,..,n}
k—1)!
e = et
Binomiale q q P "
pe0,1] g=1-p n n 3 it
négative P p 1-—ge
keN
T — kl!ﬁ!km!pll\.l pfn'" Variance :
i€ 0,1 ¢ =1-—p; np;q; AT
Multinomiale Pi 0.1 ’ ’ npj Pa%s (Z;nf 1 pjen>
k; € {0,1,...,n} Covariance :
Yiaki=n X p—1 —np;pk
/\k
Poisson Pr — e A — )
k! A A exp [)\ (e“ - 1)]
P () A>0 keN
Pk — pg"~! ,
Géométr . . 1 q pe't
1 ~1- .
éométrique pe (0,1 gq P » 2 | — geit
k € N*
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LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o? : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité m o? F. C.
_ 1 . it ita
Uniforme f (I) Cba ath —(bia)z —6 S
x € |a, b : " it(b—a)
N 0 —bx, -1
f(z)= NOM
Gamma 0>0,v>0 v 1
r,v) x>0 0 62 (1-ig)”
avecT'(n+1)=n!VneN
v o 0
f(z)= 1"6(1,)9 ‘ﬁ
Inverse gamma 0>0,v>0
%Sil/>1 %Sil/>2 (*)
1G(0, ) >0
avecT'(n+1)=n!VneN
Premiére loi f () Ll 0 9 1
de Laplace 1+
Normale f (I) _1 (r;;rzt)2 m o2 pimt— 02722
N(m,a’Q) ovem
Khiy f(z)= ke 35!
1 1
2 k== » v 2u —_—
Xf 22 (5) (1 — 2’Lt)§
F(iﬁ%) veN >0
1
f(z)=
Cauch; ‘ z—a)2 .
uehy A (1 + ( 5 ) ) ©) o eiat=Alt|
e A>0,a€eR
fla) = ka1 - )"
_ I'(a+b)
5 k= rare)
eta a ab *
B(a.b) a>0,b>0 a+b (a+b)2(a+b+1) ©
/ z€]0,1]

avecT'(n+1)=n!VneN
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Fonction de répartition

f e Deéfinition T
R — [0, 1]
r+— F(z) = P|X < 1

o Proprietés
e F croissante
e lim F(z)=0et lim F(x)=1

Tr—r—0Q Tr—r 00
e F caractérise une loi de probabilité

e Si X est une va discrete, le graphe de F est une
fonction en escaliers

e Si X est une va continue, F' est continue et
F(z) = [*__p(u)du, i.e., p(z) = F'(z)

o |
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Espérance mathématique

- N

e Définition
X vadiscrete: ) ._;a(x;)p;
Ela(X)] = ¢ X vacontinue: [, a(u
Xvamixte: > ._;o(z)pi+ [ o(u)p(uw)du

e Propriétés
e Constante : E(cste) = cste
e Linéarité : EF(aX +b) =aFE(X)+0

e Exemples
e Moments non centrés : E(X™) (n=1: moyenne)
e« Moments centrés : E ([ (X)] ) (n = 2 : variance)
L e Fonction caractéristique : ¢x(t) = E [exp(itX)] J
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Exemples simples

- N

o Variables aléatoires discretes

EX]=) xP[X=ug], E[X?]=) 2iP[X=u]
el el

E [eth] :ZejmiP[X = 2]
el

o Variables aléatoires continues
FE | X] :/up(u)du, E[XQ] :/u2p(u)du
R R
E [eth] :/ e/ "p(u)du
R

o |

Cours Probabilité, 1IMF2E, 2025-2026 — p. 24/85



Propriétés

f e Variance T

o var(X) = E ([X - E(X)]2> — B(X?) — E(X)?
e var(aX + b) = a®var(X)
e Ecart Type
var(X)

e Fonction caractéristique
a Caractérise une loi de probabilité
a Cas continu (transformée de de Fourier de p)

O x (1) :/Reit“p(u)du

L e Exemples de calculs J
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Changements de variables

- N

o Probleme

Etant donnée une variable aléatoire réelle X de loi
connue, on cherche a déterminer la loide Y = g(X) ou
g est une fonction de R dans R.

o Variables aléatoires discretes

o Définition
PY =yl= > plX=u]
ily;=g(z:)
e Exemple
L Y = (X —2)?avec X ~ P()\) J
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Changements de va continues

f e ¢ bijective T

e [héoreme : si X est une va continue a valeurs dans
un ouvert Ox C R et g: R — R application bijective
de Ox dans un ouvert Oy C R différentiable ainsi
que son inverse ¢!, alors Y = ¢(X) est une va
continue de densité

ou fz—g est le Jacobien de la transformation.

e Exemplel:Y =1/X avec X ~ &£(1).
e |dée de preuve et preuve
L e Exemple2:Y =aX +bavec X ~ N(m,d?). J
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Changements de va continues

f e ¢ bijective par morceaux T

On suppose que g est différentiable sur chaque
morceau ainsi gue son inverse.

o Méthode : On ajoute la contribution de chaque
bijection.

o Exemple : Y = X? avec X ~ N(0,1).
e g non bijective et non bijective par morceaux

a Détermination de la fonction de répartition
o Détermination de la fonction caractéristique

o |
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Que faut-il savoir ?

-

e Loi d’'une variable aléatoire discrete : 7

e Loi d’'une variable aléatoire continue : 7

o Appartenance a un intervalle : P[X € A] =7

e Signification d'une densité : P[X € [z, z + dx[] =7
e Fonction de répartition : F(x) =7

o Espérance mathématique : E[X] =?, E[X?] =7

e Variance : vVar[X] =7, Ecart-type : ?

e Relations utiles : ElaX + b] =7, VarjaX + b] =7

e Fonction caractéristique : ¢(t) =7

e Changement de variables : ?

o |
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e C

Plan du cours

napitre 1 : Eléments de base du calcul des probabilitésT

napitre 2 : Variables aléatoires réelles

e C

Q
Q

Q

napitre 3 : Couples de variables aléatoires reelles
Définition

~onction de répartition

_ois marginales, lois conditionnelles, indépendance
Espérances mathématiques

Changements de variables

o Chapitre 4 : Vecteurs Gaussiens

L a Chapitre 5: Convergence et théoremes limites J
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Couple de va réelles

f o Définition T
Soit (2, C, P) un espace probabilisé et (', C") un
espace probabilisable avec ' ¢ R? et C’ construit a
partir des réunions et intersections finies ou
dénombrables des pavés (a,b) x (c,d) de R?. Un couple
(X,Y) de variables aléatoires réelles est une
application mesurable de €2 dans V.

e notation
Onnotera P[(X,Y) € A],A C R?, la probabilité que le
couple (X,Y) prenne ses valeurs dans A.

o |

Cours Probabilite, 1IMF2E, 2025-2026 — p. 31/85



Lol d’un couple de va

-

e Variables aléatoires discretes T
La loi du couple (X, Y) est définie par 'ensemble des
valeurs possibles du couple (qui est un ensemble fini ou
dénombrable) noté {(z;,y,),i € I,j € J} et par les
probabilitées associées p;; = P [X = z;,Y = y;],
i€ 1,5 € Jtelles que p;; > 0 et Zi’jpz'j = 1.

e Variables aléatoires continues
La loi du couple (X, Y) est définie par 'ensemble des
valeurs possibles du couple (qui est un ensemble infini
non dénombrable), en général une réunion d’'intervalles

de R?, et par une densité de probabilité p(x, y) telle que

p(z,y) >0, et //RQp(m)da?dy = 1. N
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Loi d’un couple de va

-

f e Variables aléatoires discretes et continues
La loi du couple (X,Y), ou X est discrete a valeurs
dans {z;,i € I} et Y est continue, est définie par le
domaine de définition du couple et par un ensemble de
densités de probabilités p;(y),i € I tel que

pi(y) >0, et Z/Rpi(y)dy = 1.

1€l

o |
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Propriétés

-

o Couples de va discretes T

P(X,)Y)eAl= >  PX=uzY=y], ACR
(%J)'(a:’bvyj)EA

o« Couples de va continues

P[(X,Y)e Al = // (u,v)dudv, A C R?

Remarque : signification de p(u, v)

e Couples de va discretes et continues

PIX,Y)eAxA] = Z/pz A x A CR?
L iz, €A J
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Fonction de répartition
f o Définition T

R? — [0, 1]
(x,y) — F(z,y) = P|X <z,Y <]

F

e Propriétés
e C’est une fonction étagée lorsque (X,Y) est un
couple de va discretes

e C’est une fonction continue lorsque (X,Y') est un
couple de va continues avec

F(x,y) / / p(u, v)dudv d'ou p(z,y) = 828( Y)

rOy

o |
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Lois marginales

-

o (Cas discret

PIX=uz] = pi.=Y pi
jeJ

PIY =y] = pj=)Y pij
icl

o Cas continu
densitéede X : p(x,.) = /p(x, y)dy
R
densitéede Y : p(.,y) = /p(a:,y)dx
R

o |
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Lois marginales

f o Cas discret T

_1
y P11 — 6

1
P10 = &

_1
7p01_6

1
2

Loisde X etde Y ?
e Cas continu

(2.9) 029 siz >y >0
T, y) = _
P 0 sinon

Poo =

Montrer que X ~T'(6,2) etque Y ~T'(0,1).

o |
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L.ois conditionnelles

fLes lois conditionnelles d'un couple (X,Y) sont les lois de T
X|Y =yetde Y| X =ux.

o (Cas discret

i
PIX =x|Y =y] = ==
p.j

_ _1 o Py
PlY=yj|X=2] = —
pi.

o Cas continu

densité de X|Y  p(a|y) = LY

densité de Y| X  p(y|a) = LY
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Théoreme de Bayes

-

o (Cas discret

PlY = yj| X = 2| P|X = i
PY =yl

P[X:$i|Y:yj]:

o Cas continu

o |

Cours Probabilité, 1IMF2E, 2025-2026 — p. 39/85



Indépendance

L

es variables aléatoires X et Y sont indépendantes si
PIXeAYeA|=PXeAlP|Y € A| VA VA’
e Cas discret
Pij = Di.D.j Vie I,VjeJ
e Cas continu

p(z,y) = p(z,.)p(.,y) Vo, Vy

ou
p(x|y) = p(x,.), Vo, Vy

o |
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Propriété

-

si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes et «
et $ sont des applications continues de R dans R, alors
a(X) et 5(Y) sont des variables aléatoires indépendantes.
La réciproque est vraie si a et 5 sont des applications
bijectives. Par contre, dans le cas ou a et 5 ne sont pas
bijectives, la réciproque est fausse. On vérifiera par
exemple que le couple (X,Y) de densité

-

o, y) = t(l+azy) si|z)<let |y <1
| 0 sinon

est tel que X? et Y? sont indépendantes alors que X et Y
ne le sont pas.

o |
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-

o

Espérance mathématique

o Définition T

X et Y va discretes : Zi,jEIxJ oz(a:i, yj)pij
X etY vacontinues : [, a(u, v)p(u, v)dudv

Ela(X,Y)] = {

e Propriétés

e Constante : F(cste) = cste
e Linéarité :

FElaa(X,Y)+b8(X,Y)] =aF [a(X,Y)] + bE [B(X,Y)]
o Définition cohérente (cas continu) :

Ela(X)] = /]1@2 a(u)p(u, v)dudv = / a(u)p(u,.)du

R
e Indépendance : si X et Y sont indépendantes, alors

Ela(X)B(Y)] = E[a(X)]E[B(Y)], Ya¥3
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Exemples

-

o Moments centrés et non centrés

M :E(XZY]), 1 € N,] c N
iy = E (X = E(XIY - E(Y)P), ieN,j €N

e Covariance et matrice de covariance

cov(X,Y) = E(|[X — E(X)][Y — B(Y)]) = E(XY) — E(X)E(Y)
BV - varX cov(X,Y) v X — BF[X]
| cov(x,Y) vary B W T 5 %

e Fonction caractéristique

C oxy(unm) = B [exp(iu" W), w = (u,un) "W = (X, V)T
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Coefficient de Corrélation

T__q Définition __W
cov(X,Y)
oxoy

r(X,Y) =

ouU ox et oy sont les ecart-types des va X et Y.
o Propriétés
e —1<rX,Y)<1
e r(X,Y)=+1sietssi X etY sontreliees par une
relation affine

e SI X etY sont des va indéependantes, alors
r(X,Y) = 0 mais la réciproque est fausse

e Conclusion
r(X,Y) est une mesure imparfaite mais tres pratique du
L lienentrelesva X etY. J
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Soutenance de these
I—Diatection de Changement pour des images RSO mono-capteurs
L Application a la détection de changement

Donnees reelles : images de Gloucester

(a) Avant (b) Apres (c) Masque

Images radar ERS (3049 x 1170 pixels) de Gloucester, Angleterre, avant et

apres une inondation o
Cours Probabilité, 1IMF2E, 2025-2026 — p. 45/85
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Soutenance de these
I—Dt'atec:tion de Changement pour des images RSO mono-capteurs
I—Application a la détection de changement

Application aux images de Gloucester : cartes de changement

.;-':."-- v : 09 S
' 0.

=

;—%f

F El -
AR, : R
g Wi Caliih
-_.-'ui.-‘i,it::'.'ﬁx_-i’l: ot

N

(a) Ratio Edge (b) Correlation Moment (c) Correlation MV (d) Masque
Cartes de changement pour les images de Gloucester obtenues pour une fenetre

‘ d’estimation de taillen = 15x 15 \
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Espérance conditionnelle

f e [héoreme
Ela(X,Y)] = Ex [By [a(X,Y)|X]]

o Exemples

@ Exemple 1 : soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que
X ~N(0,1) et P[Y =1] =p €]0,1]= 1 — P[Y = —1]. Déterminer la fonction
caracteéristique de Z = XY et en déduire la loi de Z.

@ Exemple 2 : déterminer E[Yy] lorsque

N
YN =) X;
1=1

ou P[X; =1]=p, P[X; =0 =q=1—pet N estune va de loi de Poisson de
parametre A indépendante des va X;.

o |
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Changements de variables

f o Probleme T

Etant donné un couple de variables aléatoires réelles
(X,Y) de loi connue, on cherche a déterminer la loi de

(U, V) = g(X,Y) ol g est une fonction de R? dans R? et
U et V sont deux fonctions de R? dans R.

e Variables aléatoires discretes

o Définition
PI(U,V) = (ug,v)] = Z plX =z, Y =y
i,719(xi,y5)=(ur,vr)
e Exemple
voir TD

o |
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Changements de va continues de R* — R”

- N

e Théoreme pour g bijective
si (X,Y) est un couple de va continues a valeurs dans
un ouvert O C R? et g : R? — R est une application
bijective de O dans un ouvert A ¢ R? continument

différentiable ainsi que son inverse ¢—!, alors
(U, V) =g(X,Y) est un couple de va continues de
densité

pU,V(UaU) = PX)Y [9_1(%?1)] det(/)|,

ou J est la matrice Jacobienne définie par

or Ox
_ ou  Ov
- dy 0Oy
ou  Ov
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Changements de va continues de R* — R”

-

f e Exemple 1
X ~U(0,1),Y ~U(0,1), X et Y indépendantes. Quelle
estlaloidducouple (U V)avecU=X+Y etV =X7?

o Exemple 2
X ~N(0,1),Y ~N(0,1), X et Y va indépendantes.
Quelle est la loi de (R, ©) avec X = Rcos O et
Y = Rsin® ?

o Généralisation
Si ¢ est bijective par morceaux, on ajoute les
contributions de chague morceau.

o |
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Changements de va continues de R> — R

-

e Probleme T
Si (X, Y) est un couple de va continues de loi connue et
g:R? - R, oncherche laloide U = g(X,Y).

o Solution 1

e Variable intermédiaire : on introduit une va
V=hXY)(eg.,V=XouV=Y), oncherche la
loi du couple (U, V), puis la loi marginale de U

e Exemple: X ~1£(0,1),Y ~U(0,1), X etY
indépendantes. Quelle estlaloide U =X +Y ?

o |
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Changements de va continues de R> — R

- N

e Probleme
Si (X, Y) est un couple de va continues de loi connue et

g:R? - R, oncherche laloide U = g(X,Y).
e Solution 2
e Calcul de la fonction de répartition de U

PlU < u] = Plg(X,Y) < u
= P[(X,Y) € A,]

= / p(z,y)dzdy.
A

e Exemple: X ~4(0,1),Y ~(0,1), X etY
L indépendantes. Quelle estlaloide U =X +Y ? J
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Changements de va continues de R> — R

f o Probleme T

Si (X, Y) est un couple de va continues de loi connue et
g:R? - R, oncherche laloide U = g(X,Y).

e Solution 3 : Cas particulierde U = X +Y, X etY
indépendantes
a Calcul de la fonction caractéristique de U.

Exemple X ~ N(ml,al) Y ~ N(mQ,O'Q) Xety
indépendantes. Quelleestlaloide U =X +Y ?

o |
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Que faut-il savoir ?

- N

o Loi d'un couple de va discretes et continues : 7

e Appartenance a un intervalle : P|(X,Y) € A] =7

o Comment calculer les lois marginales d’'un couple ?

o Comment calculer les lois conditionnelles d’'un couple ?
o Indépendance de deux variables aleatoires ?

e Espérance mathématique : E[XY]| =7

e Covariance : cov(X,Y) =7

o Coeff. de corrélation : »(X,Y) =7, »(X,Y) €7 Intérét ?
e Espérances conditionnelles : ?

o [rois méthodes de changements de variables : ?

o |
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Plan du cours

napitre 1 : Eléments de base du calcul des probabilitésT

e C
o Chapitre 2 : Variables aléatoires réelles
o Chapitre 3 : Couples de variables aléatoires réelles
o Chapitre 4 : Vecteurs Gaussiens
a Deéfinition

e Transformation affine
e Lois marginales, lois conditionnelles, indépendance

e Lois du chi2, de Student et de Fisher

o Chapitre 5 : Convergence et théoremes limites

|
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Vecteurs Gaussiens

@ Définition

On dit que X = (X1, ..., X,,)T suit une loi normale a n dimensions et on notera
X ~ Np(m, X), sila densité de probabilité de X s’écrit

p(@) = ! | 2@~ m)TS (@ m>}

(2m)"/2\/det(X) P

oux € R", m € R" et X € M, (R) est une matrice symétrique définie positive.

@ Page Wikipedia Loi Normale Multidimensionnelle

ol LI I O L AL

N b0 002 —

o8y H=0, 0%=50, =/ ]
B H=-2, 0?=0.5,—|
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Vecteurs Gaussiens

@ Cas particuliers

Q n=1
@ 3 diagonale
@ Autres définitions
@ a partir de sa fonction caractéristique définie p. 59
@ 4 partir de la propriété “un vecteur X = (X1, ..., X,,)T est gaussien si toutes les
combinaisons linéaires > 7" ; a; X; sont gaussienne”
Les deux définitions ci-dessus n'imposent pas que la matrice X soit inversible. Si X
n’est pas inversible, le vecteur X n’a pas de densité.

o |
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Vecteur Gaussien

f o EXxercice T

3
p(x,y) o exp (—xZ - §y2 —xy + 4 + 7y>

Quelle est la loi de (X,Y) ?

o |
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Signification de m et X

@ Fonction caractéristique

: 1
¢dx(u) =FE (ew‘TX) — exp (z’uTm — §uT2u>

@ Fonction génératrice des moments

1
Mx(u) =F (e'“‘TX) = exp (uTm + §uT2u>

Propriétés
@ Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles qu’il existe » > 0 tel que
Vu €] —r,+r[, Mx (u) = My (u) alors X et Y ont la méme loi

@ Contrairement a la fonction caractéristique, la fonction génératrice des moments
n’est pas toujours définie (e.g., loi de Cauchy)

@ Si Mx (u) existe dans un voisinage de 'origine alors X admet des moments
E[XF] < oo, Vk €N

@ Ne pas confondre avec la fonction génératrice des probabilités G x (s) = E[s*].
@ metX

@ m est le vecteur moyenne
@ X estla matrice de covariance
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Cas Bivarieé

@ Fonction génératrice des moments

1 1
Mx (u) = exp |:u1m1 + uamao + 5211’&% -+ 52221@ + 212u1U2}

@ Dérivées partielles

oM
ﬂ = Mx (u)(m1 + X12u2 + 311u1)
ou1
oM
ﬂ = Mx (u)(m2 + X12u1 + X22u2)
Ous
0% M
x (u) = Mx (u)(m1 + X12us + X11u1)(me + B1ou1 + Boouz) + L12Mx (u)
ou10us
@ Moments
M
0% M
x (w) = E[X1 X2] = mima + 12
8u18uQ u=0
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Transformation affine

f o Probleme : Soit X ~ N, (m,X) un vecteur Gaussien. T
QuelleestlaloideY = AX + b, ou Y est un vecteur
aléatoire de R?, b € R? et A est une matrice de taille

pxnavecp<n'?
o ldée : on calcule la fonction génératricede Y = AX +b

1
My (v) = exp |v! (Am + b) + §UTA2AT2)]
e Conclusion
Y ~ N, (Am + b, AXA")
si A est de rang p (i.e., de rang maximal).

o
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Lois marginales

e Hypotheses

o Probleme
Quelle est la loide X ?

o Conclusion
X1 ~ Np (ml, 21)

ou p est la dimension de X ;.

o |
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Indépendance

@ Hypotheses

X m 3 b))
X = L AN (m, ), mo= ] s = ! 2
X2 mo 2{2 22

@ Conclusion
X1 et X5 sont des vecteurs indépendants si et ssi 312 = 0.

Preuve
@ en utilisant I'expression de la densité d’un vecteur gaussien

@ en utilisant le fait que X ;1 et X o sont des vecteurs indépendants si et ssi la
fonction génératrice (ou caractéristique) de (X1, X 2) est le produit des fonctions
génératrices (ou caractéristiques) de X ; et de Xo.

o |
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L.ois conditionnelles

Hypothéses

X m 3 b))
X = L AN (m, ), mo= ] s = ! 2
X2 mo 2{2 22

Probleme
Quelle estlaloide X 1| X2 =a ?

Conclusion
X1|X2 =ar~ Np (ml + 21222_1((1, — mg), i — 21222_12,{2>

ou p est la dimension de X ;.

|
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Loi du chi2
f o Définition T

Si X1,..., X, sont n va indépendantes de loi N'(0, 1),
alors Y = > | X? ~ x2 suit une loi du chi2 a n degrés
de liberte.

o Propriétés

e Densité de probabilité : p,(y) =

e Fonction caractéristique : ¢, (t) = ( — 2it)
e Moyenne et variance : E(Y) =n etvar(Y) = 2n
o Additivité : siY ~ x2, Z ~ x%,, Y et Z ind. alors

Y+ Z ~Xoim

o |

Cours Probabilite, 1IMF2E, 2025-2026 — p. 65/85



L.oi de Student
=

e Deéfinition
Si X ~N(0,1),Y ~ x2, X et Y indépendantes, alors

X
7 =" n~t,

e Propriétés n

e Densité de probabilite
rsh (2
pn(2) = - (1 + —)
\/7’L7TF (5)
o Moyenne et variance (pour n > 2)
E(Z)=0etvar(Z) =

n

n — 2
L e pourn =1, on a une loi de Cauchy J
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L.oi de Fisher
=

e Deéfinition
Si X ~x2,Y ~x2, X etY indépendantes, alors

7 _ X/n

L ~ f
o Propriétés Y/m "

o Densité de probabilité connue (voir livres)
e Moyenne et variance (pour m > 4)
m 2m?(n +m — 2)

et var(Z) =

ST = nm — 4)(m — 2

o |
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Que faut-il savoir ?

- N

X ~ Np(m, X)

o Signification de m etde X ?

o Transformation affine (Y = AX + b) d’un vecteur
gaussien ? Condition sur la matrice A associée ?

a Lois marginales d’'un vecteur gaussien ?

e Indépendance de deux sous vecteurs d’'un vecteur
gaussien ?

e loideY =" | X7~ 27

o |
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Plan du cours

napitre 1 : Eléments de base du calcul des probabilitésT

e C

o Chapitre 2 : Variables aléatoires réelles

o Chapitre 3 : Couples de variables aléatoires réelles
o Chapitre 4 : Vecteurs Gaussiens

o Chapitre 5 : Convergence et théoremes limites

e Convergence (en loi, en probabiliteé, en moyenne
quadratique, presque sure)

e Théoremes limites (loi des grands nombres, théoreme
de la limite centrale)

o |
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Convergence

-

o Problemes
Que signifient les relations suivantes ?

X, — X=0, X, — X~AN(O1)

n—-+o0o n—-+o0o

1 1
0 st XS0 2 X O

o |
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Convergence en loi

Définition

La suite de va X1, ..., X, converge en loi vers la va X si et ssi la suite des fonctions
de repartition F,(z) = P[X, < x| converge simplement vers F(z) = P[X < z] en
tout point x ou F' est continue.

Notation
X, 5 X
n—+oo
Exemple
1
P[X,=1=—-etP[X, =0=1— —
n n

Autre définition
La suite de va X1, ..., X,, converge en loi vers la va X si et ssi pour toute fonction f
continue bornée sur R

Elf(Xn)] = E[f(X)]

n——+oo

-

|
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Convergence en loi

f @ Propriétés —‘

@ Théoreme de Levy
Xy cvenloivers X sietssi¢continueent =0 et

¢n(t) = E [eitX”] n_)—_ioogb(t) = F [eitx} , Vt.

@ Si X, est une suite de va continues de densités p,, (x) et que

pn(z) — p(x) pp., alors X, £ x.
n——+00 n——+oo

@ SiX, 5 Xet g : R — R continue, alors
n—-+oo

9(Xn) 5 g(X).

n——+oo

o |
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Convergence en probabilité

Définition

La suite de va X1, ..., X,, converge en probabilité vers la va X si et ssi Ve > 0,0n a

P[|Xn—X|>¢ — O.

n—-400
Notation
Xn 5 X
n—-4oo
Exemple
X, de densité p, (z) = (132:22)2 .
Propriété

Si X, T Xet g : R — R continue, alors
n—+oo

9(Xn) B g(X).

|
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Convergence en moyenne quadratique

@ Définition

La suite de va X1, ..., X,, converge en moyenne quadratique vers la va X si et ssi

E[(Xn—-X)?] — o

n——+oo

@ Notation
x, M2 x
n——+oo
@ Exemple
1 1
nP nP

avecp =2etp=3.

o |
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Convergence presque sure

@ Définition

La suite de va X1, ..., X,, converge presque sUrement vers la va X si et ssi

Xn(w) — X(w), Ywe A|P(A)=1.

n—-+oo

@ Notation

X, 2 X

n——+oo

@ Comparaison entre les différents types de convergence

o |
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Lol faible des grands nombres

@ Loifaible des grands nombres

Si X1, ..., X, sont des va indépendantes et de méme loi de moyenne
E[X;] =m < +o0, alors X,, = % > 11 X} converge en loi (et donc en probabilité)
vers m.

@ Preuve

o (=B [eit% S Xk] _r [ﬁ ei%Xk] = [@ (%)]n

k=1

Développement de Taylor de ¢ autour de 0
@0 (t) = 9 (0) +te' (0) +tA(t) =1 +itm + tA(t)

On en déduit

In [soyn (t)] =nln {1 —I—'i%m—k %)\ (%)] =n {i%m—k %)\ (%)]

o |
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Preuve

lim % (1

n—+oo

n—-+oo

) = eltm Vit

L — P
X, — m<<e X, — m

n——+oo

|
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Lol forte des grands nombres

@ Loiforte des grands nombres

Si X1, ..., X, sont des va indépendantes et de méme loi de moyenne

E[X] = m < +oo et de variance 02 < +o0, alors lava X, = + >"7_ | X, converge

—n
en moyenne quadratique vers m.

@ Preuve
L 1 n n
E [(X—m)Q] = >0 > Bl —m) (X —m)]
k=11=1
i 2sik=1
Mais E[(ka)(le)]—{ o“ Si
0sik #1
Donc
2
__ 2 o
B[ -] =% oo
l.e.,
X, L m
n— 400
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Méthode de Monte Carlo
f @ Hypothéses —‘

X1, ..., Xy sont des va indépendantes et de méme loi uniforme sur ]0, 1] et h est une
fonction définie sur ]0, 1] telle que fol h(u)du < 4o0.

@ Conclusion
1

I = E[h(X;)] =/ h(u)du

0

h(X1) + ... + h(Xy) z

n n—-+oo

On peut utiliser ce résultat pour approcher l'intégrale I avec des tirages uniformes sur
10, 1.

@ Généralisation
h(X1)+ ...+ h(Xn

n

) ¢
n_}—ioofjh(u)f(u)du

ou X1, ..., Xy, sont des variables indépendantes et de méme loi de densité f de
support J telles que E[h(X;)] < +oo.

o |
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Echantillonnage d’importance

@ Hypotheses

X1, ..., Xy sont des va indépendantes et de méme loi de densité g (qu’'on peut
échantillonner simplement et dont le support contient celui de f).

@ Conclusion
Si les hypothéses de la loi des grands nombres sont vérifiées

th(Xi)LXii 5 /Jh(u)f(u)du

n Q(Xi n—~+o0o

o |
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Echantillonnage d’importance

@ Exemple

Soit f la densité d’'une loi de Student a v degrés de liberté. Calcul de

I = u’f(u)du = | u’Tiy 4 oorf(uw)du =~ 6.54
a R la ool

@ Simulation suivant f
@ Echantillonnage d’importance avec loi de Cauchy
@ Changement de variables © = 1/v permet d’obtenir

1 n
a 1 1 11 1
I:/ a—7f<—>dfu:—— 7 ( )
0 av v an = v \v;

.

ou V' suit une loi uniforme sur |0,

Shl

o |
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Echantillonnage d’importance

- 7 N

6.5 _

55 _
Q
g
(@]
L
£ Simulation suivant f
S Importance Sampling (Loi de Cauchy avec v=1) _
Importance Sampling (Loi uniforme sur [0, 1/2.1])
4.5 .
41t _
35 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5

iterations % 10

Vraie valeur I ~6.54 etv =12,a = 2.1.

|
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Théoreme de la limite centrale

@ Théoréme de la limite centrale

Si X1, ..., X, sont des va indépendantes et de méme loi de moyenne
E [Xi] = m < 400 et de variance o2 < +oo, alors la va centrée réduite

n
X — . .
Y, = 2k=1 Xk o50verge en loi vers la loi normale A(0, 1).

7’LO’2
@ Preuve
. itm\/n n _t
oy, (t) = B [e¥n] == 75 HE[esz\/ﬁXk}
k=1
Mais
t_x t
E |leovn™k| = —
| } *(57)
Donc
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Preuve

En utilisant le développement de Taylor de ¢

On en déduit

2
0 (1) = 9 (0) + 15 (0) + =" (0) + £2A(1).

ln[soyn(t)]:_ngg)\(;_\/ﬁ)

+2

lim oy, (t) =e 2 Vvt e Y, 5 N(0,1)

n——+oo n——+oo

|
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-

Q

Q

Q

Que faut-il savoir ?

-

Convergence en loi ?
Convergence en moyenne quadratique ?

%Zzzl X, converge en probabilité vers ? Conditions ?

% > ._, X converge en moyenne quadratique vers ?
Conditions ?

n _? .
y, = ==t converge en loi vers ?

|
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