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Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 (4 points)
On considere un signal aléatoire Z(t) défini par
Z(t) = Aexp [2jm Bt|

ol j2 = —1, A est une variable aléatoire uniforme sur | — 1,41, B est une variable aléatoire indépen-
dante de A possédant une loi de Laplace de densité

7(b) = 5 exp(~[bl),b € R.

On rappelle qu’une variable aléatoire A uniforme sur ] — 1, 1] vérifie E[A] = 0 et E[A?%] = 1/3.

1. Montrer que Z(t) est un signal aléatoire stationnaire.

Le signal Z(t) est stationnaire si samoyenne E[Z(t)] et sa fonction d’autocorrélation E[Z(t) Z* (t—
7)] sont des quantités indépendantes du temps. En utilisant le fait que les variables aléatoires A et
B sont indépendantes, on obtient

E[Z(t)] = E[A]E {exp [2j7Bt]} = 0 (car E[A] = 0).
De méme
E[Z(t)Z*(t — )] =E|A%|E {exp [2jnBt] exp [-2jnB(t — 7)]}
= < Bfexp (277 B7) m
qui est une quantité indépendante de ¢. Le signal Z(t) est donc stationnaire au second ordre.

2. Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de Z ().
D’apres la question précédente

E[Z(t)Z*(t — T)] =z E [exp (2j7BT)]
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On peut calculer cette intégrale de manicre directe
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ce qui permet d’obtenir
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Mais on peut aussi remarquer que
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La densité spectrale de puissance du signal Z () est

s7(f) = TF[Rz(7)] = %efw,

3. On considere un filtre de transmittance H (f) = e~/ dont I’entrée est le signal Z(t). Déterminer
la fonction d’autocorrélation du signal de sortie W (t) = Z(t) * h(t) avec h(t) = TF~{H(f)].
D’apres la relation de Wiener-Lee

sw(f) =sz(F)H)
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Exercice 2 : Filtrage Adapté (3 points)

On considere le signal X (¢) défini par

1site]0,1]
X(t) = 2—tsite|l,?2]
0 sinon

1. Le signal X (¢) est-il a énergie finie, a puissance finie ou aléatoire ? Déterminer la fonction
d’autocorrélation de X (t) en 7 = 0.
Puisque le signal X (¢) est défini sur un intervalle borné [0, 2], il est a énergie finie. La fonction
d’autocorrélation de X () en 7 = 0 est son énergie définie par

e iod 5)



2. Représenter graphiquement la réponse impulsionnelle du filtre adapté au signal X () lorsque
I’instant de décision est tg = 2.
D’apres le cours, le filtre adapté a X () s’obtient par une symmétrie par rapport a I’axe des y et
une translation de ¢y = 2. Il est donc défini par

tsite[0,1]
h(t) = Isitel,2]
0 sinon

3. Déterminer le rapport signal sur bruit en sortie du filtre adapté dans le cas d’un bruit blanc additif
stationnaire de densité spectrale de puissance s, (f) = 1.
Dans le cas d’un bruit blanc, le rapport signal sur bruit en sortie du filtre adapté est le rapport entre
I’énergie E du signal X (t) et la densité spectrale du bruit s,,(f) = Ny/2 = 1, soit
2E 4

SNR = =~ = _.
Ny 3

Exercice 3 (3 points)

On considere un signal aléatoire réel x(¢) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s, (f). On forme le
signal y(t) = fa*® = Bexplz(t) In(a)] avec o > O et > 0.

1. Al’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du signal
y(t) notée R, (7) en fonction de R, (7) et d’une constante multiplicative notée K.
D’apres le théoreme de Price, on a

S = [ o)
=FE[In(a)y(t) x In(a)y(t — 7)]
=[In(a)]” Ry (7). (6)
On en déduit
ORy(7)

En intégrant cette équation, on obtient
In |R,(7)| = [In(a)]*Ry(7) + C,

soit
Ry(1) = K exp {[In(a)]*Ry(7) } -

2. On rappelle que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire Z de loi gaussienne
N (m,o?) est:
2
E [ezu] = exp <mu + (;u2> , Yu € R.

En déduire la constante kK.
Pour trouver K, on fait 7 = 0 dans I’expression de R, (7) et on obtient

£y (0)
exp {[In(a)]? R (0)}

R,(0) = Kexp {[ln(a)]2Rx(0)} < K=



Mais

=F [52 exp(2 ln(Oé)fE(t))]
:52E[GU$(t)] (N

avec u = 2In(a). Comme z(¢) est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance
E[z%(t)] = R.(0),0ona

R,(0) = B%exp {; x [21n(a)]? x Rx(())} = B%exp 2 IDQ(OA)RI(O)] ,

d’ou

= B2 exp {[ln(a)]sz(O)} .

On en déduit
Ry(0) = % exp {[In()*[ R, (0) + Ra(7)]} -

Remarque : cet exercice est inspiré de 1’exercice 4.11 de la page 254 du livre de J. Yang et C. Liu intitulé
“Random Signal Analysis” publié chez I’éditeur Gruyter en 2018.



Transformée de Fourier

X(f) = [ga(t)e mtdt
TF. |

w(t) = [z X (f)em I df

—_
=

x(t) réelle paire

X (f) réelle paire

—_—
=

x(t) réelle impaire

X (f) imaginaire pure impaire

x(t) réel

Re {X(f)} paire
Im{X(f)} impaire
X ()| pair
arg { X (f)} impaire

ax(t) + by(t) = aX(f) —i—lbY(f)
x(t —to) = X(f)e*‘%ftO
x(t)etTi2miot = X(f = fo)
0 = X7 )
z(t) . y(t) = X(f) =Y (f)
z(t) * y(t) = X(f)-Y(f)
z(at) = ﬁX (g
g = (i2n )" X (f)
(—iont)"2(t) = X

H

Formule de Parseval ‘ H

Série de Fourier H

Jrr@y*(t)dt = [ X(F)Y*(f)df

w(t) = X cae™T = X(f) = Yend (f — nfo)

neL

ne’

2 2 .
Jele@I”dt = [5 |X ()" df avec ¢, = 7 LTOTO% (t)e 2ot g
TF. |
1 = o(f)
d(t) = 1
e+127|’f0t — 5(f_f0) AHT(I)
§(t—to) = e~ it 1
S(t—kT) = IS6(f-%

P ) T2 (f=7) ;
cos (27 fot) = $[0(f—fo)+5(f+ fo)l T /2 T/2
sin(21fot) = 5 [0(f — fo) = (f + fo)]

e—alt] — a2+i(71r2f2 r A (1)
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eI+ (t) = ar2if -
%!e_atHR+ (t) — W -T T
o=t — ? exp(_if) 111110 Attention !!!!!
—72 — . II7 (t) est de support égal a T
¢ — < A7 (t) est de support égal a 2T
N sin(nTf) _ . T
Iz (t) = T—=gp =Tsinc (Tf) | etona Iy (t) « Iy (t) =T Ap (t)
A7 (t) = Tsinc® (rTf)
Bsinc(nBt) = 5 (f)
Bsincé? (rBt) = Ap (f)

S = {+(<)>oSis§f:00 et/Ré(t)dtzl
6 (t—to) f(t) = d(t—1to) f(to)
6(t—1to)x f(t) = f(t—to)
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