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Premiere partie

Signaux et systéemes a temps continu






1. Rappels

1.1 Transformée de Fourier

1.1.1 Definitions

Definition 1.1.1 Transformées de Fourier et Fourier Inverse

X(f) =/Rx(t)e_i2”ﬂdt

x(0) = [ X(f)etdy

1.1.2 Propriétés générales

T.F. |
ax(t)+by(t) = aX(f)+bY(f)
x(t —19) = X (f)e 2m/t0
x(t)e PR = X(f—fo)
x*(1) = X*(=f)
x(r) - y(1) =  X(N)=Y()
x(1) *y(1) =  X(/)-Y()
x(at +b) = \%IX <£) 27 et
tEL = (2u)'X(f)
(—2m)"x(t) — )

Formule de Parseval

Série de Fourier

Jrx@)y*()dt = o X (f)Y*(f)df

Y cpe P = ¥ ¢, 5 (f —nfy)

neZ neZ

Jrlx(@)[Pdr = Jg X (f)[Fdf
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1.2 Table de Transformées de Fourier usuelles

[T

1 = S (f)
o(t) = 1
e TR = o (f— fo)
5(t—19) = e~ 22T
r(t) = kZZ5 (t—kT) = jlr/T (f)
S
cos (27 fot) = 18— f)+8(+f)
sin (27 fot ) = 2 [6(f—fo)=8(f+ /)]
el = a2+i‘7lrzf2
e = e f
7 (1) = 10— Tsinc(aTf)
Ar (1 = Tsinc? (nT f)
Bsinc (nBt) = I (f)
Bsinc? (nBt) = Ag(f)
s [1(0)
R
-T/2 T/2
+ A(t)
¢
-T T
11111 Attention!!!!!

I17 () note une fenétre rectangulaire de support égal a 7.

Ar (f) note une fenétre triangulaire de support égal a 2T (de demi-base égale a T').

I, (t)*HT (l‘) =T Ar (l’)




<2. Signaux

Exercise 2.1 Le signal continu x(¢) est donné par la figure suivante.

x(r)

2-101 2 3 45

Représentez les signaux suivants :
1. x(t—2)

2. x(
3. x(1/2)
4. x(

~ Y
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Correction.

- w21
3 3
1012345887 I 2-10 1 2 3 '
() (]

-0

P 5-4-3-2-10 1 2 J

fe) i
|
Exercise 2.2 Déterminer pour chacun des signaux suivants la classe de signaux correspondante :
1. x(t) =e “u(t), a>0
2. x(t) =Acos (wyt + 0)
3. x(t) =tu(t)
Ou
1 r>0
u(r) =
0 r<0
est la fonction échelon unité. "
Correction.
1. énergie finie,
2. périodique, puissance finie,
3. ni 'un ni autre.
]

Exercise 2.3 Le signal x(¢) est donné par la figure suivante.

x(f)

-~ Y
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On note

0 <0

u(t):{1 t>0

et 6(¢) I'impulsion de Dirac. Donner la représentation des signaux suivants :
1. x(t)u(l—t)

2. x(0) () —u(t —1)]
3. x(1)8 (1 —3)

Correction.

x(fu(1 1) xft) fulf) - ue - 1))

-

(@ (b)

x(Nd{t - 3/2)

R i






3. Corrélations et Spectres

Par simplicité, la notion de stationarité est confondue dans ce polycopié avec la stationnarité au
sens large (appelée aussi stationnarité au second ordre).

3.1 Exercices de Base

Exercise 3.1 — Etude d’un signal constant sur la durée 7.
On considere dans cet exercice le signal suivant :

x(t)

T o T
2 2

Signal constant de durée T

x(t) = 1 te[-T/2,T/2]

= 0 ailleurs

Préciser la classe a laquelle appartient le signal x(¢) puis déterminer sa fonction d’autocorréla-
tion R,(7) (en distinguant les cas T > 0 et 7 < 0) et sa densité spectrale de puissance ou d’énergie

Sx(f)- .

Correction.
Le signal est déterministe a énergie finie :

s /2
E:/|x(t)| dt:/ dt =T < oo
R -T/2
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Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :
Ri(7) = / (1) (1 — T)dr
R

Pourt>0:si7— % > %, soit T > T, on a R(7) = 0 (supports des portes disjoints), si T — % < %,
soit0< T <T,onaR,(7)= fTT_/;/zdt = T — t. Par symétrie on obtient alors R(7) = T Ay (7) (fi-

gure 3.1), ou A\ (7) représente le triangle de 1/2 base T et de hauteur 1.

FIGURE 3.1 — Fonction d’autocorrélation du signal constant de durée T’

Sa DSE est donnée par :

Se(f) = TF[Ry(7)] =T x Tsinc*(nfT) = T*sinc*(xfT)

Remarque : on retrouve bien S,(f) = [X(f)|* (signal a énergie finie), si X (f) représente la
transformée de Fourier de x(t) [ |

Exercise 3.2 — Etude d’un signal périodique.
On considere dans cet exercice le signal x(7) suivant :

N x(t)

_oT -T _E 0 b T r

2 2

Signal périodique a étudier.

Déterminer la transformée de Fourier du signal X (f), sa fonction d’autocorrélation R, (7) et sa
densité spectrale de puissance ou d’énergie Sy(f). u

Correction.
On peut écrire le signal de la maniére suivante :

x(1) = Y T (t — kT) =T, (1) x LUy (1)
keZ
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ou LLIy (r) représente le peigne de Dirac de largeur 7 : LUy (1) = Y, 8(t — kT). On a alors :

X(f) = bsine(mfb) x % (f) = ; Zsinc(irb;)é <f— ;‘,)

kezZ

Le signal est déterministe a puissance finie périodique, de période 7. Sa fonction d’autocorréla-
tion s’écrit donc : Ry(7) = + ffﬁzx(t)x* (t — 7)dt. C’est une fonction paire et périodique de période
T : Ry(t+kT) = R(7). On peut donc se limiter au calcul sur une période. Ce calcul a été réalisé

dans I’exercice précédent. On obtient donc ici, en périodisant :
1

Ri(7) = = Y b \(z—kT)
keZ b
Sa DSP est donnée par :
S«(f) =TF[R\(1)] =TF ?kg/\(r) ) (T—kT)] = ?TF A(@) ¥ (1)]
€L b b

= ?bsincz(ﬂbf) X %% (f) = ;22 Z sinc? <7rka> ) <f— ;)

keZ

Exercise 3.3 — Durée équivalente d’un signal.
On considere un signal déterministe défini par x(#) = AA7(7) ot Ar(7) est la fonction triangle
définie par

1-Ysip<T
Ar(t) = T
r() {Osinon.

1. On suppose dans un premier temps que A est une amplitude réelle positive.

(a) Apres avoir déterminé la classe du signal x(¢) (aucun calcul n’est nécessaire ici),
déterminer la densité spectrale du signal x(¢) que 1’on notera s,(f). On suppose
que I’on sait calculer le produit de convolution Az (7) * Az (T) que I’on notera (7).
Donner I’expression de la fonction d’autocorrélation de x(z) a I’aide de la fonction c.

(b) Que représente la quantité R,(0) ? Déterminer R,(0) en fonction de A et T'?

(c) On définit la durée équivalente du signal x(z) comme la durée AT d’un signal constant
dont I’amplitude est égale a I’amplitude maximale du signal x(z) (notée Apax ) et de
méme énergie que x(¢). En d’autres termes, AT est défini par

/R 2(t)dr = (]Amax\z) AT.

Déterminer AT pour le signal x(7) = AA7(1).
2. On suppose dans un second temps que A est une variable aléatoire uniforme sur I’intervalle
[OyAmax] .
(a) Déterminer E [x?(¢)]. Le signal x(r) est-il stationnaire ?
(b) On propose de définir la durée équivalente d’un signal aléatoire x(z) comme la durée
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AT telle que
/ E[¥(t)]dt = (|Amax|2) AT.
R
Déterminer AT pour le signal x(7) = AA7(1).
Correction.
1. Signal a amplitude réelle :
(a) x(r) est un signal a énergie finie car il est défini sur un intervalle de temps de durée finie.

La densité spectrale d’énergie d’un signal a énergie finie est s.(f) = |[X(f)|?, ot X (f)
est la transformée de Fourier du signal x(¢). En s’aidant des tables, on obtient

se(f) = A>T ?sinc*(nfT)
et donc
Ri(t) = A>TF ! [T sinc?(nfT)] « TF ' [T sinc®(nfT)] = A%c(7)

(b) R.(0) est I’énergie du signal x(¢) qui peut se calculer trés facilement comme suit

R((0) :/R\xz(t)\dtzz [/OTA2<1—;>2dt] - 2A;T.

(c) En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient

QAT
= <|Amax|2) AT = A2AT
d"ou .
AT =
3

2. Signal a amplitude aléatoire :
(a) Comme A est une variable aléatoire, le signal x(¢) est aléatoire. On a
2 202 2 21 _ Anax 42
E[x*(t)] =E[A’A7(1)] = AF(1)E [A%] = %AT@)

Comme E [x*(¢)] dépend de 1, le signal x(¢) n’est pas stationnaire.
(b) D’apres la question précédente, on a

A7 Abax 2T 2TA;
E 2t dt = max/AZ Hdf = —max o =7 max
d’ou T
AT = —.
9
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Exercise 3.4 Soit A(t) un processus aléatoire stationnaire centré. On construit :
B,(t) = (A(t) +a) 2ot

ou a et fj sont des constantes déterministes réelles et ou ¢ désigne le temps.
A quelle(s) condition(s), le processus aléatoire B, (¢) est-il stationnaire ? Calculer la densité
spectrale de puissance en fonction de celle de A(z). n

Correction.
Le processus aléatoire B, () est stationnaire si sa moyenne E[B,(t)] et sa fonction d’autocorréla-
tion E[B,(t)B(t — 7)] sont indépendantes du temps.
Moyenne
E[B.(1)] = {E[A(1)] +a} ™! = g™ /ot

E[B,(t)] est donc indépendant de ¢ si et seulement si a = 0.
Fonction d’autocorrélation

E[Ba(t)BZ([ - T)] =F [(A(l‘) +a) (A*([ — ’L') _|_a)] 27 fot

EB.(1)B;(t—1)]= = E[A(t)+a)(A"(1—1)+a)]e? "
— [RH(T) +a2] ei27'cf0’r
oll R4(7) est la fonction d’autocorrélation de A(z). La fonction d’autocorrélation de B, (¢) est donc

indépendante de 7. On en déduit donc que B, () est stationnaire si et seulement si a = 0.
La densité spectrale de B, (t) est

s8,(f) = [sa(f)+a8(f)] *8(f — fo)
= sa(f—fo)+a*8(f— fo)

Exercise 3.5 — Signal OFF-ON.
On considere le signal x(z) défini par

Asite0,T]
x(t)=1< —Asite[-T,0]
0 sinon

ol A et T sont des constantes positives. Le signal x(¢) est-il a énergie finie ou a puissance finie ?
Déterminer I’énergie, la puissance moyenne, la densité spectrale et la fonction d’autocorrélation
du signal x(z).

Correction.
Le signal x(r) est a énergie finie car

T
E:/xz(t)dt:/ A%dt = 2TA%,
R =



20 Chapitre 3. Corrélations et Spectres

La puissance de x(¢) est donc

1 A
P= lim—/ x2(t)dt = 0.
AJ-a

A—yoo

On peut remarquer que x(¢) s’ écrit

x(t) = Allr <t— g) —Ally <t+ g)

Donc sa transformée de Fourier s’écrit
X(f) = Aexp(jrfT)Tsinc(nfT)—Aexp(—jnfT)Tsinc(nfT)
= 2jATsinc(mfT)sin(nfT)
et sa densité spectrale de puissance est
sx(f) = |X(f)|* = 4A2T?sinc? (nfT) sin® (1 fT)
La fonction d’autocorrélation de x(¢) est donc
R.(t) = (4A’T)TF ' [Tsinc® (nfT)] «TF' [sin® (mfT)]
= 4A’TAz(7)*TE"! [l—cos2(271:fT)}

— 2UPTAL(7)% [8(7:) - %5(1— T)— %5 (H—T)}

= AT2A7(7) = Ar(t—T)—Ar(t+T)]

Exercise 3.6 — Somme de deux cosinus.
On considere le signal x(z) défini par

x(t) = Acos (2m fot) + Bcos (T fot )

ou A,B et fy sont des constantes positives. Déterminer la puissance, la densité spectrale et la
fonction d’autocorrélation de x(z). n

Correction.
x(t) est un signal périodique de période % Sa décomposition en série de Fourier est

A . A . B . B .
x(r) = 5 exp (2 fur) + 5 exp (= 22t + - exp (mfor) + 5 exp(—jfor)
par application directe du cours, on en déduit sa densité spectrale de puissance
A? A? B fo\ | B Jo
) = 58—+ s+ 5o (r-2) 4 s (4 8)
Sa fonction d’autocorrélation s’écrit alors
A? A? B? B?
R(7) = S-exp(i2mfor) + S exp (= 2mfor) + - exp (jfo) + - exp(—jmfor)

A? B?
= 5 cos(2mfoT) + 5 cos(mfoT)
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Exercise 3.7 — Somme de deux cosinus (variante).
On suppose que A et B sont deux variables aléatoires indépendantes de moyennes nulles et de
variances E [A%] = E [B?] = 6°. On construit le signal

X (t) = Acos(wr) + Bsin(wr)

ol ® est une constante positive. Le signal X(z) est-il stationnaire? Déterminer la fonction
d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance du signal X (z). =

Correction.
La moyenne du signal X () est

E[X(t)] = E[A]cos(wt) + E[B]sin(wt) = 0.
La fonction d’autocorrélation du signal X () est définie par
E[X(1)X(t —1)] =E{[Acos(wt) + Bsin(wr)][Acos(w(t — 7)) + Bsin(o(t — 7))]}
=E [A%] cos(wt) cos[@(t — T)] + E[AB] cos(@t) sin[®(t — )]
+ E[AB]sin(ot) cos[o(t — 7)] + E [B*] sin(ot) sin[0(t — T)]
Puisque les variables aléatoires A et B sont indépendantes et de moyennes nulles, on a
E[AB]|=EJAIE[B| =0
De plus, E [A?] = E [B?] = 6%, d’0ol
E[X(1)X(t — 1)) = 6*{cos(r)cos[o(t — 7)] + sin(wt) sin[o(r — T)]}
= o2 cos(m7)
= Rx(7).

Puisque la moyenne et la fonction d’autocorrélation du signal X (¢) sont indépendantes du temps,
le signal X (¢) est stationnaire. Sa fonction d’autocorrélation a été déterminée ci-dessus. La densité
spectrale de puissance du signal X (¢) est

sx(f) = TF[Rx(7)]
62

AU

Exercise 3.8 — Estimation d’une fonction d’autocorrélation.
On considere un signal déterministe périodique

x(t) = Acos (27 fot)

ou A est une amplitude réelle positive et fy est une fréquence (également positive).
1. Déterminet la fonction d’autocorrélation, la puissance et la densité spectrale de puissance
du signal x(¢) que I’on notera respectivement Rx (7), P, et sy(f).
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2. En pratique, on ne peut observer le signal x(¢) que sur une durée finie 7 et donc on a
uniquement accés au signal x7 (¢) = x(t)II7 (t — £) (ot Tz (¢) est définie dans les tables).
(a) A quelle classe de signaux appartient le signal x7(z) ?
(b) Déterminer la fonction d’autocorrélation du signal xr () notée Rr(7) (on fera le
calcul pour T > 0 et on utilisera la parité de Ry (7) ).

3. On construit 1’estimateur |
R() = —Rr (1)

(a) Montrer que R,(7) se décompose sous la forme R, (7) + Ra(T) avec

A2
Ri(7) = — cos (2 fot) Ar(T)

ou la fonction triangle A7 (7) est définie par (voir aussi tables)

1-Wsijg| <1
Ar(7) = r
7(?) {Osinon.

(b) Montrer que R (7) et R,(7) tendent respectivement vers Rx (7) et O lorsque 7 tend

vers oo,
4. On suppose que T est suffisamment grand pour avoir R\x(f) ~ R (7).

(a) En déduire une expression approchée de s,(f) définie par §(f) = s1(f) oa s1(f) =
TF[R:(7)].

(b) Représenter graphiquement s, (f) et 5y(f).

(c) On désire estimer la puissance du signal x(¢) 2 partir de s, (f). Quel estimateur P,
proposezvous ? Calculer P, dans le cas du signal x(1) = A cos (27 fot).

Correction.
1. Le signal est déterministe a puissance finie périodique. Nous avons donc :

Ru(7) = TIO /0 O e — Tt = A; cos(27 fo7)
A2
P=Ri(0) =5
A2
S(f) = TFRA)] = 18~ fo) +3 (F + fo)

2. (a) Le signal x7(¢) est déterministe et a énergie finie.
(b) Sa fonction d’autocorrélation est donc définie par

Rr(7) = / xr(0)xr (1 — ).
R
Puisque x(7) est un signal réel, c’est une fonction paire et donc il suffit de la calculer

pour ¢ > 0. On a alors les cas suivants :
— Pour 7 > T, on a la situation suivante : Ry (7) = 0.
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— Pour 7 € [0,T], les signaux xr(t) et x7 (¢t — 7) ont le support commun [z, 7], d’ou
T T
Rr(7) = / xr(£)xr (1 — T)di = / Acos (27 for) Acos (27 fo(t — 7)) di
T 0
soit

A2 T
Rr(t) = 5 / [cos(27 foT) + cos(4mfot — 2T foT)] dt

A? A? T
= - cos (2nfot) (T —1)+ Sl [sin(2m for —27foT)];
2 2
= %cos(ano‘c) (1 - %) + 8;4#0 [sin (47 foT — 27 foT) — sin(27w fyT)]

Ainsi pourt € R:

2 2
Ry () = I%cos@nfof) <1 _ |;|> 4 Sf% [sin (47 foT — 27 fo| o) — sin(27folz|)]

~ 1
Ri(z) = ZRr (1) 3.1)

(3'2’)

On a bien R,(7) = R;(7) + Rx(7), avec R (7) qui tend vers R,(7) quand T — o et Ry(7) qui
tend vers O quand T — oo

4. (a)
5(f) = 1(f) = TR (1) (33)
2
= S8/~ fo) +8.(f + o)) « Tsine*(xT f) G4
2
= D [sinc? (R (f — folr) + sin® (2T (f+ fo))] (3.5)
50 1 50
} p f
-y fo
(b)

FIGURE 3.2 — Tracé de S,(f) et de S;(f)
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(©

~

P.= | Si(f)df (3.6)

AR2
=17 < /R T?sinc® (T (f — fo)t)df + /R T%sinc® (xT (f + fo)t)df> (3.7)

A? A2
= E(TJFT) = (3.8)

Exercise 3.9 — Estimation fonction d’autocorrélation et densité spectrale de puissance.
1. Soit R; (7) un estimateur de la fonction d’autocorrélation R (7) tel que :

R\ (t) =R (1) (7)

ou IT,7 (7) est la fenétre rectangulaire de largeur 27'.
Calculez I’estimateur de la densité spectrale de puissance S; (f) correspondant :

o~

$i () =TF. [Ri (v)]

en fonction du spectre S (f).
Appliquez au cas du secteur :

X (1) =Acos(2mfot + 0)

ol 0 est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,27].
2. Un deuxieme estimateur de la fonction d’autocorrélation R (7) est défini par :

R>(t) =R(1)Ar (7)

ol A7 (7) est la fenétre triangulaire de demi-base 7.

Calculez I’estimateur de la densité spectrale de puissance S (f) =T.F. [Ez (T)] .

Qu’obtient-on pour le secteur défini ci-dessus ?
.Qu'obtient — onpourlesecteurd finici — dessus?

Correction.

1.

~

S1(f) = S(f) *2T sinc(2nfT)

Dans le cas du secteur :

Et donc :

S — )+ 8+ fo)

2
S0 ="5

~ 2TA?
Si(f) =

[sinc 27 (f — fo)t) + sinc 2 (f + fo)t)]
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2.
§2(f) =S(f) Tsincz(nfT)
Dans le cas du secteur :

2

$2() = %5 sinc (s — o)+ sine® (2m(f + fo))]

Exercise 3.10 — Deux tfrajets.
On considére un bruit blanc X () (de moyenne nulle), de fonction d’autocorrélation Ry (7) et de
densité spectrale sx (). On construit le signal

Y(t) =AX(t)+BX(r—0)

ol A, B et 6 sont des constantes positives. Montrer que le signal ¥ (¢) est stationnaire et déterminer
sa fonction d’autocorrélation et sa densité spectrale de puissance. =

Correction.
La moyenne de Y (¢) est

E[Y(t)]=AE[X(t)]+BE[X(t—0)] =0
Sa fonction d’autocorrélation est
EYt)Y(t—7)] = E{[AX(t)+BX(t—0)][AX(t—71)+BX(t—7—0)]}
A’Rx () + ABRx (T + 0) 4+ BARx (T — 0) + B*Rx (7)
= (A*+B*)Rx(1) +AB[Rx(T+6)+Rx(1—0)]
Sa densité spectrale de puissance est

sy(f) = (A*+B?)sx(f)+ABsx(f) [exp(j27f0) +exp(—j271f6)]
= (A*+B?)sx(f) +2ABsx(f)cos(2mf6)

Exercise 3.11 — Signal sinusoidal fenétré.
On considere un signal x(z) défini par

x(t) = cos(2m fot ) Ar (1)

avec T > 0 et fy > 0 (deux constantes) et

1-Lsi0<r<T
Ar(t)=q 145 si —T<1<0
0 sinon.

Indiquer sans faire de calcul (mais en le justifiant) la classe du signal x(¢) (est-il aléatoire, détermi-
niste a énergie finie, déterministe a puissance finie périodique, déterministe a puissance finie non-
périodique ?). En déduire la densité spectrale s,(f) de ce signal. En supposant que la fréquence
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fo est suffisamment grande pour faire I’approximation sinc [x7 (f — fo)]sinc [xT (f + fo)] ~ 0,
en déduire une expression approchée de 1’énergie du signal x(z). On rappelle la relation suivante

- 4
> sin” (u) T
du="~
/o w73

Correction.

x(t) est un signal a énergie finie car il est défini sur un intervalle de temps de durée finie. La
densité spectrale d’énergie d’un signal 2 énergie finie est s,(f) = |X(f)|?, ou X (f) est la transformée
de Fourier du signal x(¢). On a

X(f) = Tsinc*(xfT) % [8(f = fo)+8(f—fo)l = g [sinc? (x(f — fo)T) + sinc? (x(f — fo)T)]
et donc 5
s:(f) = X ()P = T; [sine?(x(f = fo)T) +sine?(x(f = fo)T)] "

En utilisant I’approximation, on obtient
T2 4 4
i) = 7 [sinc (x(f = fo) )+ sine® (2(f = fo)T)]

L’énergie du signal x(¢) s’écrit alors

E:/:sx(f)df: YZ [/_o;sinc“(n(f—fo)T)df] x 2.

Apreés avoir effectué le changement de variables u = w7 (f — fo), on obtient

T2 [ = T [ T
E ~ > [/_wsincd'(u)i;] = [/o sinc4(u)du] =3

3.2 Exercices plus difficiles
Exercise 3.12
Soit A(t) un processus aléatoire stationnaire réel tel que :
E[A(t)]=m
E[A)A(t—1)] ="
On construit :
B(t) = A(7)

out = f+t, f et t indiquent respectivement les parties entiere et fractionnaire de 7.
Le processus B(t) est-il stationnaire ? n
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Correction.
Le processus aléatoire B (¢) est stationnaire si sa moyenne E[B(¢)] et sa fonction d’autocorrélation
E[B(t)B*(t — 7)] sont indépendantes du temps :
— Moyenne : Pour 7 fixé, il existe un entier n € N tel que n <t < n+ 1. On a alors

E[B(1)] = EIA(D)] = EIA(n)] = m

La moyenne E[B(¢) est donc indépendante de 7.
— Fonction d’autocorrélation. On a
EBN)B (t—-1)]= = EA[DAI-T)]
= Ru(f—t—7)
olt R4(7) est la fonction d’autocorrélation de A(r). La quantité Ra(f — 7 — 7) dépend de ¢. Pour
s’en convaincre, on peut considérer les deux exemples suivants qui correspondent a la méme

valeur de 7 :
—t=he=-}
RA(IT—Z—‘L') :RA(O—O) :RA(O) =1.
—t=fr=}

RAF—T—T) =Rpy(0—1) =Ry (—1) = é

Le processus aléatoire B(¢) n’est donc pas stationnaire.

Exercise 3.13 Soit le signal x (¢) défini par :

x(t) =Aexp(—ar)cos(2mfot) pourt >0 avec o >0
=0pourt <0

A quelle classe de signaux appartient x (¢) ? Justifiez votre réponse.

Calculez la fonction d’autocorrélation de x (7).

Calculez son spectre (choisissez la méthode qui vous semble la plus simple).
On considére maintenant le processus Y (¢) défini par :

= P =

Y(t) =Aexp(—ot)cos(2mfot+60) pourt >0
=0pourt <0

ol 6 est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 27].
Calculez la moyenne et la fonction d’autocorrélation de Y (¢). Le processus Y (¢) est-il
stationnaire ?
5. Soit le processus Z(¢) défini comme Y (f) mais pour lequel I’amortissement ¢ est une
variable aléatoire suivant une loi de Laplace de parametre A :

g(a)=Aexp(—Aa) pour ¢ >0

On suppose que & et 6 sont deux variables aléatoires indépendantes.
Le processus Z () est-il stationnaire ?
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6. Quelle est la condition sur la densité de probabilité de o pour rendre le processus Z (¢) soit
stationnaire ? Conclusion.

R On donne I’indication suivante :

acosO —2mfysinf
2 (a?+4mf3)

~+oo
/ exp (—2at)cos (4n fot + 0)dt =
0

Correction.
this is the correction [ |

Exercise 3.14 — Détection de Discontinuités par Intercorrélation.
On considere les deux signaux x() et y(¢) définis par :

= 1s 04 =TI (1~ 3 ) sin2m)
x(t)=1s11 € |0, et )= t— — | sin(2wt
t ] ’ 2

t
x(t) =—1sit €]4,6]

ou [ (7) est la fenétre rectangulaire de largeur 1 de hauteur 1 centrée en r = 0.
1. Représenter sur un méme graphique ces deux signaux.
2. Calculer et représenter la fonction d’intercorrélation de x (¢) et de y () (on représentera
y(t — T) et on examinera les divers cas).
3. Que représentent les pics de cette fonction d’intercorrélation ? Donner une stratégie de
détection de la discontinuité présente en ¢ = 4 pour le signal x(z).

Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.15 On considere le signal défini par :

M
xy(t)=Y, 7. (t—kT)
k=—M
avec a < T ou m, (t) représente la fenétre rectangulaire de largeur a et de hauteur unité :

[ Isift] <5
Ta () = { 0 sinon

1. Etude de la transformée de Fourier de x;(7).
(a) Déterminer Xps (f) = TF (xpm(2)) et Mlir& Xy (f) (que ’on pourra exprimer en fonc-
——+o0
tion d’un peigne de Diracs).
(b) Donner le développement en série de Fourier (dans la base des cosinus et sinus) de
Xoo(t) = Mlim xpm (t). On rappelle que le développement en série de Fourier d’une
—oo
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fonction g périodique de période T est
— t t
gt) = a2—0 +/§1 [akcos <27tk?) + by sin <27rkf>]

avec ay = %f_Tﬁzg(u) cos (2mk%) du, by = %f_Tﬁzg(u) sin (27k %) du.
(c) Déterminer TF (MIEEDOXM (t)) et comparer avec MIEEDOXM (f)-
2. Etude de la densité spectrale de x.. (7)

(a) Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de y(¢) = 7, (¢) (notées
respectivement Cy(7) et S, (f)). Vérifier que Cy(7) a les bonnes propriétés que 1’on
précisera.

(b) Déterminer la fonction d’autocorrélation (notée Cw(7)) de x. (¢) en fonction de celle
de y (¢) puis la densité spectrale de x.. (¢) (notée S (f)) en fonction de celle de y (7).

(c) Montrer que x () est le filtrage de 7, (¢) par un filtre linéaire dont on précisera la
réponse impulsionnelle g (¢) et la fonction de transfert G (f).

(d) A Tl’aide de I’expression de G(f) déetrminée ci-dessus, vérifier que :

S (f) =Sy (H)IG (f)

(e) Soit Cy,_, (7) la fonction d’intercorrélation entre x..() et y(z). Quelle relation existe-t-
il entre Sy_,(f) = TF (Cx.y (7)), Sy (f) et G(f)?

Correction.
this is the correction [ |

Exercise 3.16 — Le secteur.
On désire modéliser le courant électrique disponible a ’ENSEEIHT.
1. Dans une premiere approche, on utilise le modele :

X (t) =Apcos (2mfor + 6)

0 étant une variable aléatoire uniformément répartie sur I'intervalle [0,27[, fo = 50Hz et
Ag = 220+/2V. Déterminer la moyenne, la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale
de puissance de X (7).

2. La fréquence du courant électrique n’est jamais exactement fy = S0Hz. Afin de modéliser
les variations en fréquence, on considere le modele :

X (1) =Aocos(2mft+0)

f étant une variable uniformément répartie sur I'intervalle [fy — Af, fo + Af] indépendante
de 0. Calculer alors la moyenne, la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de
puissance de X (t).

Correction.
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On considere dans cet exercice différents modeles du secteur et on étudie la densité spectrale de
puissance des signaux obtenus a 1’aide de ces modeles.
1. Dans une premiere approche, on utilise le modele :

X (t) = Agcos (2w for)

ou fo =50HzetAyg = 220\[ 2V. Le signal est déterministe a puissance moyenne finie pério-

dique : en notant Ty = f ,ona

1 2
P= T \X )|?dt = / A cos? (2mfor)d / {1 +cos(4rmfor)}dt =
0

Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

1 1
Rx(7) = X( )X*(t —1)dt = — | A}cos (2w fot)cos (2 fy(t — 7)) dt
To Ty JT,
A3 A
=_ / —{cos (27 foT) + cos (4mfot — 2 foT) } dt = —* cos (2 foT)
Ty J1, 2 2
Sa DSP est donnée par :

2

A
Sx(f) =TF [Rx(7)] = 70{5(f—f0)+5(f+f0)}
2. On considere ensuite le modele suivant :
X (t) =Apcos (2w for +0)

0 étant une variable aléatoire uniformément répartie sur I’intervalle [0,27][, fo = S0Hz et
Ag =220V2V.

Le signal est aléatoire.

Sa moyenne est donc donnée par :
2n 1
my =FE [X(l‘)] =FE [A()COS (27Tf()l-|- 9)] :Ao/ CcoS (Zﬂfot + 9) X Ed@ =0
0

Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

Rx(7) =E[X()X*(t — 7)) = E [A§cos (27 fot + 0) cos (2 fo(t — T) + 6)]
A} A}
= TOE [cos (27 foT) +cos (47 fot — 27 foT +26)] = 20 cos (27 fo1)
Remarque : Le signal est stationnaire au second ordre car sa moyenne et sa fonction d’autocor-
rélation sont indépendantes du temps.

Sa DSP est donnée par :

2

$3() = TF[Re(0)] = 20{8 (F — fo) + 8 (1 + o)
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3. La fréquence du courant électrique n’est jamais exactement fy = S0Hz. Afin de modéliser les
variations en fréquence, on considere le modele :

X (t) =Apcos(2mft+0)

f étant une variable uniformément répartie sur I'intervalle [fo — Af, fo + Af] indépendante de
0.

Sa moyenne est donc donnée par :
my =E[X(t)] =Efg[Aocos (2nft+0)] = E¢[Eg [Agcos (2mft+0)|f]] =Ef[0] =0
Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

Rx(7) = E[X(1)X"(t —7)]
=Ey [Eg [A(Z)cos (27 f1+6)cos 2mf(t — 1)+ 0)|f]]

A2 A2 rhtAf 1
=Ey [Zocos (Zﬂf‘c)} = ZO/fOAf cos (2mf1) X Edf

A} [sin(2mfr)] Y
AAf 27T
2

= 87;;0Af {sin( 2 (fo+Af)7) —sin 2 (fo —Af)7)}
2

A
= inAf sin (2Af ) cos (27 fyT)

AZ
= ?Osinc (2wAf7) cos (27 foT)

Jo—Af

Remarque : Le signal est stationnaire au second ordre car sa moyenne et sa fonction d’autocor-
rélation sont indépendantes du temps.

Sa DSP est donnée par :

Sx(f) =TF [Rx(7)]

A% 1 1
= TOEHZAf(f)*E{S(f_f0)+5(f+f0>}
2
— ;Aof {Toar (f — fo) +Taar (f + fo) }

Exercise 3.17 — Modulation d’amplitude.
Soit A(¢) un signal aléatoire stationnaire, réel, de fonction d’autocorrélation R4(7) et de
densité spectrale de puissance S (f) définie par :

si [fI<F
sinon.

SA(f)_{ 8‘7’
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On considere le signal X () = A(z) cos (2mfor + 6), avec F < fp et 6 une variable aléatoire
uniformément répartie sur I’intervalle [0,27[ indépendante de A(z).
1. Montrer que X (¢) est un signal aléatoire stationnaire. Déterminer et représenter graphique-
ment sa densité spectrale de puissance.
2. Afin de retrouver le signal A(¢) a partir de X (¢), on construit le signal

Y(t) =X(t)cos(2mfot + 0)

(a) Déterminer et tracer la densité spectrale de puissance de Y (¢).
(b) Quel traitement doit-on utiliser pour retrouver A(t) a partir de Y () ?

Correction.

1. Le signal est aléatoire. Sa moyenne est donc donnée par : my = E [X(¢)] et sa fonction
d’autocorrélation par Rx(7) = E [X(t)X*(t — 7)].
Pour montrer qu’il est stationnaire il faut montrer que my et Rx sont indépendantes du temps.

myx =E[X(t)] = E[A(t)cos (2m fot + 0)] = E[A(t)] E [cos (27 fot + O)]

car A et 8 sont indépendantes. D’ou my = 0.

Rx(7) = E[X(1)X"(t —7)]
=E[A(t)cos 2m for + ) A" (r — T) cos (2mfo(t — T) + 0)]

=E[A(t)A™(t — 1) E [cos 2mfot + O0) cos 2mfo(t —T) +0)] = Ra(7) X %cos (27 fo7)

Le signal est bien stationnaire (au second ordre) car sa moyenne et sa fonction d’autocorrélation
sont indépendantes du temps.
Sa DSP est donnée par

Sx(f) =TF [RX(T)]
:sA(f)*%{6(f—fo)+5(f+fo)}
= %{SA (f=fo)+Sa(f+fo)}

2. Afin de retrouver le signal A(r) a partir de X (¢), on construit le signal Y (1) = X (¢) cos (27 fot + 0).
(a)

Ry(7) = E[Y(1)Y*(1 —1)]
=E[X(r)cos 2 for + 0) X" (r — 1) cos (2mfo(t — T) + 0)]

Attention ici X (¢) et le cosinus ne sont pas indépendants, tous deux dépendent de 6.
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D’ou
Ry(t) = E [A(t) cos® (2 fot + 0) A*(t — T) cos® 27 fo(t — ©) + 6)]

1 +cos (4mfot +26) 1 +cos (4nfo(t — 7) +29)]
2 2

=Ru(T) X E [

= %RA(T)E [1 +cos(20+...)+cos(20+...)+ % {cos (4m fyT)+cos (40 + )}]

_ %RA(T) {1 + %cos (47rfof)}

Sy(f)(t) =TF [Ry(7)]
=15+ {5(f)+i{5(f—2fo)+5(f+2fo)}}
1

_ ZSA(f)+l—16{SA (F —2f0) + 54 (f +2/0)}

(b) Pour retrouver A(¢) a partir de Y (¢) Il faudra utiliser un filtre passe-bas pour conserver
uniquement la partie %S A(f) et couper la partie qui se trouve autour de 2 fj
|

Exercise 3.18 — Modulation d’amplitude du signal des télégraphistes.

Soit A = {A(t), t € R} un signal des télégraphistes a valeurs dans {—1,+1} (cf cours) et
¢ une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,27[ indépendante du processus A. On
considere :

X(t) = A(t) cos (2mfot + ¢)

Déterminer la fonction d’autocorrélation et le spectre de puissance de X (¢),X%(¢) et X3 (t). =

5 Rappel : K4 (1) = e 2l 54 (f) = ﬁ?ﬂﬂ etcos’a=1cos3a+3cosa.
Correction. this is the correction [ ]

Exercise 3.19 — Modulation de phase.
Soit Z(¢) un processus aléatoire stationnaire réel de moyenne m, de fonction d’autocorrélation
K7z(7) et de densité spectrale de puissance sz (f) définie par :

sz(f) = o si|[f|<F
sz(f)=0 sinon

On consideére une modulation de phase qui donne naissance au processus P, () défini par :
P,(t) = cos 2mfot +aZ(t) + ¢)

avec F << fp. ¢ est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,27[ indépendante de
Z(t).



34 Chapitre 3. Corrélations et Spectres

1. Déterminer la moyenne et la fonction d’autocorrélation de P,(z) en fonction de ¢ (a,,7) =
E [eia(Z(t)—Z(t—r))]‘

2. On suppose que Z(t) est un processus gaussien de fonction d’autocorrélation

RZ (T)
RZ (T)

1—|7| si 7] <1
0 sinon

(a) on peut démontrer que la variable aléatoire V (¢,7) = Z(t) — Z(t — 7) est alors une
variable aléatoire gaussienne pour tout 7 # 0 (résultat admis). Déterminer la moyenne
et la variance de V (¢, 7) en fonction de Kz(7).

(b) En déduire ¢ (a,t,7) puis la densité spectrale de puissance de P,(z). On rappelle que
si X est une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de variance 62, on a

E [¢"X] = exp(itm — #) etque TF (ef“z‘ﬂ) = #ﬁrﬁ'
3. On suppose désormais que Z(t) est une variable aléatoire binaire prenant les valeurs + 1
et —1 et que a = —%. Montrer que F,(t) = Z(t)sin (27 fot + ¢). En déduire la densité

spectrale de puissance de P,(t).

Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.20 — Somme de composantes harmoniques.
Soient Ay, ...,A, des variables aléatoires de moyenne nulle de Lé deux a deux orthogonales
(e E [A jA,t] = 0 pour k # j) et soient f,..., f, des réels distincts deux a deux. Vérifier que le

processus
n

X(t) = ZAjeizﬂfjt
Jj=1
est un processus stationnaire et donner sa fonction d’autocorrélation et sa densité spectrale de de
puissance. u

Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.21 — Conditions suffisantes de stationnarité.
B est une variable aléatoire de moyenne m et de variance 62 # 0. Soit ¢ une variable aléatoire
indépendante de B de densité de probabilité f(¢@) nulle a I’exterieur de ]0,27[. On note

1 27 ing
=— d
Cn 27 o f(p)e ¢
le n®" coefficient de la décomposition en série de Fourier de f(¢@). A quelles conditions suffi-
santes portant sur les ¢, le signal X () = Bcos (27 fot + ¢ ) est-il stationnaire ? .
Correction. this is the correction ]

I Exercise 3.22 — Signal PAM.
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On considere la fonction f(z) définie par :
[ 1site[0,4]
f(t)_{ Osit e |h,1]
ou h € 0,1/2[. Soit (A,),7 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi :

P[Anzl] = D
P[An:_l] = (q

avec p+¢g = 1. On considere deux modeles :

Modele I :  X(r) =A:f(2)
Modele2 : Y(1)=X(t+9)

ol ¢ est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] indépendante des variables
aléatoires A,,.
1. Représenter une réalisation du processus X (). En considérant ¢ € ]0, 1], montrer que
E [X(t)] dépend de ¢.
2. Calcul de la moyenne de Y ()
(a) Ecrire E[Y(¢)] en faisant apparaitre une espérance conditionnelle sur la variable
aléatoire instant de départ ¢.
(b) En utilisant la périodicité de la fonction u — f (1), montrer que E [Y (t)] = (2p— 1) h.
3. Calcul de la fonction d’autocorrélation de Y (7)
(a) En utilisant le méme raisonnement que dans le cas précédent, montrer que pour T > 0

BV (7] = [ 70wt 1) B o] du

(b) lercas: 7€ |0,1]
Montrer que :

E[Y(@)Y(t+17] =1 (7)+(2p—1)*k(7)

avec I (t) = fo " f(u)f(u+T)duet b () = [ . f(u)f(u+1—1)du.
Montrer que :

[ h—t1siTe[0,h] B 0sitel0,1—h
Il(f)_{ 0sitelhl] 6”2(7)_{h—(l—r)sire]l—h,l]

(c) 2emecas: 7> 1
Montrer en utilisant les résultats de b) :

2p—1)7*(h—1)sit>1etTe[0,A]

E[Y(f)Y(f+T]={ 2p—17(h—(1—1))sit>lette]l —h,l]

Déterminer la densité spectrale de puissance de Y (7).
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R On donne :
h sin” (mhk
[h (h—u)cos (2kmu)du = # pour k # 0
Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.23 — Signal Biphase.
On considere la fonction f(¢) définie par :

[ 1sire[0,1/2]
f(t)_{ —1site[1/2,1]

Soit (A,),cz une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi :

PA,=1] = p
P[An:*” = (4

avec p+¢g = 1. On considere deux modeles :

Modele 1 : X (t) =Azf(2)
Modele2 : Y(t)=X(t+9¢)

ol ¢ est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] indépendante des variables
aléatoires A,,.
1. Représenter une réalisation du processus X (¢). En considérants € [0,1/2[etr € [1/2,1],
montrer que E [X (¢)] dépend de ¢.
2. Calcul de la moyenne de Y (7)
(a) Ecrire E[Y(¢)] en faisant apparaitre une espérance conditionnelle sur la variable
aléatoire instant de départ ¢.
(b) En utilisant la périodicité de la fonction u — f (), montrer que E [Y (¢)] = 0.
3. Calcul de la fonction d’autocorrélation de Y (7)
(a) En utilisant le méme raisonnement que dans le cas précédent, montrer que pour T > 0

B @Y (7] = [ 70t 1) B o] du

(b) lercas: t€[0,1]
Montrer que :

EY()Y(+t]=I(t)+2p—1)7>h(1)

avec I (t) = fo " f(u)f(u+T)duet b () = [ . f(u)f(u+1—1)du.
Montrer que :

1-3tsite0,1/2) —Tsite0,1/2]
II(T):{ T—1site]l/2,1] e’IZ(T):{ 3r—2site]l/2,1]



3.2 Exercices plus difficiles 37

(c) 2emecas: 7> 1
On montrerait de la méme fagon qu’au b) :

(2p—1)*(1—41)sit>1letTe[0,1/2]

E[Y ()Y (r+7] :{ 2p—1)2(4r—3) sit>1letze]l/2,1]

4. Déterminer la densité spectrale de puissance de Y (7).

p) Ondonne:
4 (Tf
—sin (%)
2

9
1 —cos (km)
k2m?

1/2 I
/ (3u—1)cos(27tfu)du+/ (1—u)cos(2wfu)du =
0 1/2

1/2
/ (1 —4u) cos (2kmu)du =
0

Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.24 — Fenétre Spectrale B-Spline.

Soit le signal :
x(t) = w(t).A.cos (2 for)

ol w(t) est de support borné £7 /2. On va se préoccuper du rdle de w(t) sur les caractéris-
tiques spectrales de la fonction A.cos (27 fyt) . Pour w(¢), on fait le choix de la famille suivante :

w(t):C(M).;IHa(t)

ol & représente M convolutions, et & est choisi de telle sorte que w (¢) ait bien le support

+7 /2. Cette famille de fonctions est connue sous le nom de B-Spline. La constante C (M) sera
fixée par la suite. Donner la valeur de o en fonction de M.
1. Avec M fixé, donner 1’expression de la TF et de la Densité Spectrale d’Energie (DSE)
Sx (f) de x(¢). Choisir la constante C(M) pour que Sx (fo) = A*/4.
2. Le support T de w(t) est choisi égal a un nombre entier de périodes de cos (27 fyt ), soit
T =k/ fo , k entier. Analyser les roles respectifs de M et k, i.e. a M fixé, observer comment
évolue Sy (f), et faire de méme, a k fixé, en fonction de M.
Quelles conclusions en tirez-vous pour approximer au mieux la DSE d’une sinusoide,
quand on n’en connait qu’une longueur finie ?

Correction. this is the correction [ |

Exercise 3.25 — Fonction d’ambiguité.
On considére un signal déterministe a énergie finie noté s(¢) représentant un signal émis par
un radar. Ce signal intercepte une cible de vitesse vg située a la distance Ry de la source et est
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réflechi en direction du radar. Le signal regu par le radar s’écrit

x(t) =y (t —ta) +n(t)

avec
(1) = s(r)exp [j27 (fo + fa)1]

ol t, = 2Ry /c ( c est la vitesse de 1’onde radar), vo = wA f, ( A est la longueur d’onde du signal
radar), fj est la fréquence porteuse et n(¢) est un bruit blane (de moyenne nulle) et de variance
o2. L objectif de ce probleéme est d’étudier une méthode permettant d’estimer Ry et vg a partir du
signal recu x(t).

1. A quelle classe de signaux appartient le signal y(¢) ? Déterminer la fonction d’autocorrélation
de ce signal en fonction de fp, f, et Ry(7), puis sa densité spectrale en fonction de fp, f, et Ss(f).
2. On correle le signal regu x(¢) avec une version décalée en temps et en fréquence du signal s(t)
en formant

R(tnfi) = [ (0" (1= 1) exp[=72x (fo-+ £) (=) ds

On appelle fonction d’ambiguité la transformée
A(T,v) = |E[R (t, fu)]]

Montrer que FA s’écrit

At,v) =

/Rs(u)s* (u—t)exp(—j2nvu)du

avec T =t, —t, et f = f;, — f,. Puisque la fonction d’ambiguité ne dépend que de 7 et de f, on la
notera dans la suite FA = A(7, f).
3. Déterminer A(7, V) lorsque s(¢) est un pulse défini par

1 Lsijr <L
t)=—=Iz(t) =< VT 2
() VT r(t) { 0 sinon

et tracer A(0,V) et A(7,0). Montrer que A(7,Vv) admet son maximum en T=0et v =0 et en
déduire une méthode permettant d’estimer R et Vo a partir de la fonction d’ambiguité.

Correction.

1. Puisque s(¢) est un signal a énergie finie, on a

E— / Is(t)2dr < oo.
R

Mais

Lbtoypa= [ istpar=E



3.2 Exercices plus difficiles 39

Le signal y(¢) est donc aussi a énergie finie. La fonction d’autocorrélation du signal () s’écrit

R(1)= [0y (1=m)as
= [ styexpl2m (fo+ f)1)s" (1= D)exp =2 (fo+ £u) (=)
= expli2x (fo+£)7) [ 50" (= )ds
—exp[27 (fo+ £,) T R.(2)

La densité spectrale d’énergie de y(¢) est donc

$y(f) = TE[Ry(7)]
=& (f = (fo+ fa)) *s5(f)
=ss(f—(fo+fa))

2. Comme la réplique y (r — 15, ) est un signal déterministe, on a
ER ()l = E | [ 50" (=) expl-22 (fo+ ) 0~ )]
= Bl (=) expl=2x (fo+ fi) 1= )]s

Comme le bruit n(z) est blanc, il est de moyenne nulle d’ou

Elx(t)] =y(t —ta)
=5 (t —ta) exp 270 (fo+ fu) (t —1a)] -

On a donc
EIR ] = [ 56—t expi2 (fo+ ) (1~ 10)]s* (1 — ) expl—2 o+ i) )]s
- { [s-)s* (- ) epl- 27 (s~ 11 dr} exp 27 fo+ i) tn — 27 <fo+fa>ta>]

A(T,v) = [E[R (tn, f1)]]

= /Rs(t—ta)s* (t —tn) exp [—j27 (fi — fa)t] dt

et = [/ s(u)s™ (u+ta —ty) exp [ j27 (fh — fa) U] du] exp [~ j27 (fi — fa) ta]
R

= /Rs(u)s*(u— T)exp|—j2nvuldu

puisque V = fj — fa
3. Lorsque s(7) est un pulse défini par

1 Lilr| < L
s(t):HT(t):{ \/TSI.| <3
0 sinon
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on a
/)2

/ s(u)s*(u— 1) exp|—j2nvuldu / (u—t)exp[—j2nvuldu.
R T T/2
. ( T T
Différents cas se présentent selon la valeur de 7. Le pulse s*(x— T) a pour support | T — 5, T+ 5|
donc lorsque
Osit+l<5four—2>7

T fT;/Z/Z exp[ ]2717Vu]du site[-T,0]

T fT/i/zexp[ J2nvuldusi T € [0,T)

A(t,v) =

Des calculs élémentaires permettent d’obtenir le résultat suivant

0sit¢[-T,T]
AT, v) = % sinc[wv(T +1)] si T € [~T,0]
T =sinc[nv(T — 1)) si 7 € [0,T]

ou sous forme condensée
T—|7| .
AT, v) = TH sinc[wv(T — |t))[_7.7)(T)

ol /_7,71(7) est la fonction indicatrice sur I'intervalle [T, T]. La courbe représentative de la

fonction

T —|7| !
T T (7)

est un triangle d’amplitude 1 en T = 0 et s’annulant en T = +7'. La courbe représentative de la

fonction

T— A(7,0) =

vi— A(0,v) =sinc[nvT]

est un sinus cardinal d’amplitude 1 en v = 0 et dont les premiers zéros sont en v = i%. Quelle
que soit la valeur de 7 fixée, la fonction

sine[mv(T — |7|)]

admet son maximum en vV = 0. De plus pour v = 0, la fonction est maximale en T = 0. On en
déduit que A(7,Vv) admet son maximum en 7 = 0 et v = 0. Pour estimer Ry et Vy, il suffit de
chercher le maximum de la fonction d’ambiguité en évaluant R (15, f;) pour différentes valeurs
de #; et f;,. Ce maximum est obtenu pour

e

r:0<:>th:ta:ZRo/c<:>R0:7

v:0<:>fh:fa:£<:>vo:7rlfh

A

ce qui permet de déterminer Ry et Vp.

Exercise 3.26 — Estimation d’un retard.

1. On considere un signal déterministe a énergie finie noté x(¢) représentant un signal sonore émis
par une source. Ce signal est enregistré par deux microphones situés dans une picce acoustique.
On ignore dans cet exercice le bruit affectant la transmission. Les signaux recus par ces deux
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microphones peuvent étre alors définis de la facon suivante
X1 (t) = A]X(l‘ = T]) et XQ(I) = Azx(l‘ = Tz)

ou les amplitudes et retards A1,A;, T1, T, sont des réels positifs. - Déterminer la fonction d’inter-
corrélation entre les signaux x; (¢) et x2(¢) notée Ry, (7) en fonction des amplitudes A; et A,
de la différence des temps d’arrivée T = T} — T» et de la fonction d’autocorrélation R,(7) du
signal source x(¢). Proposer une méthode permettant d’estimer la différence des temps d’arrivée
T =T, — T, a partir de Ry, (7). - En utilisant I'inégalit¢ de Parseval, montrer que

Ruxy () = TF~ [Xi(£)X5 ()]
En déduire Ry, (7) lorsque le signal source s’écrit

Lsift| <§
0 sinon

) =110 = {
- Calculer I’expression suivante

_ et | X(NDX()
a”JFmemmd

et en déduire que 7 peut aussi étre estimé a 1’aide de la fonction G(7).

2. On suppose désormais que le signal source est un signal périodique (de période Ty ) de
puissance finie. Déterminer R, ,,(7) en fonction de A;,A,,T et de I’autocorrélation du signal
source R,. Peut-on estimer 7" a partir de Ry, x, (7) ? Etudier le cas particulier ol x(¢) = cos (27 fot ).
3. Pour terminer on suppose que le signal source est un signal aléatoire stationnaire de fonction
d’autocorrélation R, (7). Déterminer Ry, ,,(7) en fonction de A;,A», T et de I’autocorrélation du
signal source R, (7). Que pensez vous de I’utlisation de la fonction G(7) pour estimer la différence
des temps d’arrivée T ? u

Correction.
1. La fonction d’intercorrélation entre les signaux a énergie finie x; (¢) et x(¢) est définie par

Ry, (7) = / X1 ()t — T)dt
:AlAz/x(t—Tl)x* (t—t—T)dt
:A]AQRX(T—T)

Puisque la fonction d’autocorrélation R, (7) est maximale a 1’origine 7 = 0, le maximum de
Ry, (7) est atteint en T = 7. On en déduit

T = argmaxRy,y,(7)
T

Pour déterminer 7, il suffit de chercher la valeur de 7 qui maximise la fonction d’intercorréla-
tion Ry, (7)
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En utilisant I’égalité de Parseval, on obtient

Rupy(T) = / X1 ()Xt — T)dr
=[x e P x()] df

- / X1 (f)X; (f)e”™™ *d f
=TF ' [Xi(£)X3 ()]

Lorsque x(¢) =I1,(¢), on a

Xi(f) = Are 2T (f) = aAje 2T Si“g;f )
Xa( ) = Ao () = atge 22D

d’ou
Ry (1) = TF (X0 (/)X ()]
= aA1ATF ™! {e_ﬂ”ﬁa [sm(naf)} 2}
waf
=aA1Ay0(T—T)* Au(7)
= aAlAZAa(T - T)

qui est bien une fonction maximale en T =17

On a
X1 (X3 (f) }
1X1(H)1X2(f)]
Aje PHITX(f)Are X (f )]
AX(f)|A21X ()]
=TF ' [e T =§(t-T)

G(t)=TF™! [

=TF"! [

On voit donc que méme en présence de bruit la fonction G devrait présenter un picen 7 =1T7.
2. Pour un signal périodique de période Tp, on a

1 T0/2

Rupy (1) = — / 1 ()5t — T)dr

To J-1y)2

La fonction d’intercorrélation est une fonction périodique de période Tp comme R,(7) donc en
recherchant les maxima de Ry, ,,(7), on aura une estimation de 7 a un multiple de 7j prés.Dans
le cas ol x(1) = cos (27 fyt ), on a vu en cours

Ry (7) = %cos (27 foT)
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d’ou
A1A,

Ry, (T) = cos 2 fo(T1—T)]

On voit que dans ce cas que I’intercorrélation posséde plusieurs maxima et minima aux points
Ty
T=T+klp,keZett= T—i—k?,ke Z

On pourra donc estimer 7" a un multiple de Ty pres.
3. Lorsque le signal source est un signal aléatoire stationnaire, on a

Ry, (T) = E[xi(1)x3( — 7)]
—AME[x(t—T)x (t—1—T)]
= AIAZRX(T - T)

A nouveau, on peut estimer 7 en recherchant le maximum de R,,,,(7). Par contre, on ne peut
pas utiliser la fonction G(7) car les transformées de Fourier X (f) et Xa(f) n’existent pas

(x1(2) etxp(r) sont des signaux aléatoires stationnaires).
|






4. Filirage linéaire

Exercise 4.1 On considere le systeme défini de la maniere suivante :

y() = T{x(1)} = x(¢) cos (27 fot )

Le systeme ainsi défini est-il ? :

avec ou sans mémoire ?

causal ?

linéaire ?

invariant par décalage dans le temps ?
stable ?

A g W=

Correction.
C’est un systéme sans mémoire, causal, non invariant par décalage temporel et stable. |

Exercise 4.2 Soit le systeme d’entrée x(¢) et de sortie y(z) défini par :

Le systeme ainsi défini est-il linéaire ? invariant dans le temps ? n

Correction.

Le systeme est linéaire (a x; (1) +x2(¢) en entrée correspond en sortie y(1) = (x; () +x2(t))m(t)) =
x1(t)m(t) + x2(t)m(t) = y1(¢t) + y2(¢)) mais non invariant dans le temps (a x(t —#) correspond
x(t—to)m(t) # y(t —to). [ |
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Exercise 4.3 Soit le systeme d’entrée x(¢) et de sortie y(¢) défini par :

2
y(t) =x°(1)
Le systéme ainsi défini est-il linéaire ? invariant dans le temps ? u

Correction.

Le systéme est non linéaire (y(t) = (x1(¢) +x2(¢))? = x3(t) +x3(¢) + 2x1 (t)x2(t) # 23 (t) +x3(t)
qui correspondrait & y1 (t) +y2(t)) mais invariant dans le temps (2 x(¢ — to) correspond x*(t —tg)
y(t—1).

Exercise 4.4 — Filtre moyenneur & mémoire finie.
Le filtre moyenneur a mémoire finie est un systéme défini par la relation entrée-sortie suivante :

)= [ s

ou x() représente ’entrée du filtre et y(¢) la sortie.
1. Montrer que ce filtre moyenneur a mémoire finie est un filtre linéaire et calculer sa réponse
impulsionnelle.
2. Ce filtre est-il réalisable ?

Correction.
1. Il existe plusieurs manieres de répondre a cette question.
— Six(t) = e

1 o
y(1) = ?/ e dy = sinc(mfT)e /T /2]t
T
=H(f)x(t) avec H(f) = sinc(ﬂ;fT)e—jnfT

On a bien un filtre linéaire de réponse en fréquence H(f) = sinc(nfT)e /T et donc

de réponse impulsionnelle A(t) = +I1r (t — %), si II7 (¢) représente une fonction porte

de largeur 7', de hauteur 1 et centrée en ¢ = 0.

3(t) = ;/tth(u)du - ;/Rx(u)nr <u (z - g)) du
_ ;/Rx(u)m <<t— g) —u> du

= x(t) *h(t),

1 T
avec h(t) = ?HT <t - 2)

— six(t) = 6(r) alors

LI 8(u)du = 7 si 0<t<T
0 sinon

(0 =nio) = {
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h(t) = %HT <t - g)

11 faut alors montrer que nous avons bien un filtre, ¢’est-a-dire que 1’on a bien y(¢) =
x(t)h(t) :

X(t) % h(t) = %HT <t - g) wx(t)

:;/Rx(u)m (z—g—u>du

1 t
= —/ x(u)du : OK
T Ji-t

— on peut également dériver :

{x(t) =x(t=T)}

(1) = %

d’ou par transformée de Fourier :

1 )
P2rfY(f) = X () = e IX(1)}
et donc (f) | P
Y —e /T
HD=X() = jansr

Ce qui donne par transformée de Fourier inverse :
1 T
h(t)==IIr [t — =
0=z (1-3)
2. Un filtre est réalisable si :

— saréponse impulsionnelle A(z) est réelle : OK ici
— il est causal : OK ici car pourt < Oonah(t) =0
— il est stable, c’est-a-dire qu’il vérifie la condition de stabilité [, |A(t)|dt < e : OK ici :
Jrlh(t)|dt =3 xT =1).
Ce filtre est donc réalisable.

= e T sinc(nfT)

Exercise 4.5 — Filtre intégrateur.
Soit x(#) un signal aléatoire stationnaire de moyenne nulle et de densité spectrale de puissance
Sx(f)-

Soit :
a-+t
y(t) = / x(u)du, avec a >0
t

1. Montrer que y(t) est la sortie d’un filtre linéaire dont I’entrée est x(¢) et déterminer sa
réponse impulsionnelle.

2. Ce filtre est-il réalisable ?

3. Calculer la moyenne de y(z).
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I 4. Donner la densité spectrale de puissance de y(z), Sy(f), en fonction de Sy (f).

Correction.
1. Il existe plusieurs manieres de répondre a cette question
— Six(t) = e
att
y(t) :/ e gy
t

1 n ;

= — eJ 7'L'fd_ 1 ern-ft

2y )
=H, (f )x(t )

On a bien une opération de filtrage linéaire entre le signal x(¢) et le signal y(¢) avec un
filtre de réponse en fréquence

[ 8(u)du = 1 si -a<t<0
0 sinon

(0 =)= {

D’ou u
h(r) =T, (r+§)

11 faut alors montrer que nous avons bien un filtre, ¢’est-a-dire que 1’on a bien y(¢) =

x(1) % h(1) ;
x(t) h(r) =TI, (1 + g) x(1)
—/ t+——u) du
—/ u)du : OK

— on peut également dériver :

Y(0) =A{x(t +a) —x(t)}
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d’ou par transformée de Fourier

2ufY(f) = {1 X (f) =X (f)}

et donc )
Y(f) _ela—i

H(f)= =—
X(f)  j2nf
Ce qui donne par transformée de Fourier inverse :

h(r) =T, (t+%>

= ae/™ sinc(n fa)

2. Un filtre est réalisable si :
— sa réponse impulsionnelle /(z) est réelle : OK ici
— il est stable, c’est-a-dire qu’il vérifie la condition de stabilité [ |h(t)|dt < e : OK ici car
Jrlh(t)|dt = a
— il est causal : non OK ici : pour 7 < O on a h(t) # 0
Ce filtre n’est donc pas réalisable.

3. E[y(t)] = E [[*"" x(u)du] = [*""E [x(u)]du =0

4. S,(f) = |Ho(F)12Sx(f) = a*sinc®(m fa)Sx(f) (voir relations de Wiener Lee)
|

Exercise 4.6 On considére un signal aléatoire x(¢) stationnaire de moyenne m, de fonction
d’autocorrélation R,(7) et de densité spectrale de puissance s, (f). Etant donnés deux réels a et b
tels que b > a > 0, on forme le signal

y(t) = /tbe(u)du— /ttbx(u)du

+a —a

1. Montrer que le signal y(z) est obtenu par filtrage linéaire de x(z). Déterminer la transmit-
tance et la réponse impulsionnelle de ce filtre.
2. Déterminer la moyenne et la densité spectrale de puissance de y(¢) en fonction de celles de

x(1).

Correction.
x(t) stationnaire de moyenne m, de fonction d’autocorrélation R,(7) et de densité spectrale de
puissance s, (f).
1. Si on fait x(¢t) = e/2"/*, alors on obtient
t+b t—b J2mft
y(t) = ejz”f”du—/ e fugy =&
t+a t—a ]277:f
On voit donc que y(t) s’écrit sous la forme y(t) = e/>™/'H(f), ce qui signifie que y(t) est le
résultat d’un filtrage linéaire de x(z) par un filtre de fonction de transfert

H(f) = sin(Zﬂfb)n—fsin(ana)

[eﬂﬂfb_eﬂnfu _ e i2fb | ,mi2nfa
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Pour déterminer la réponse impulsionnelle du filtre, le plus simple est de prendre x(z) = §(¢)
et on obtient

t+b t—b t+b t—a
h(r) = O(u)du— O(u)du = O(u)du+ O(u)du
t+a t—a t+a t—b
d’ou
lsit € [—b,—d]
h(t)=< 1sit€ a,b]
0 sinon

2. Puisque y(r) est obtenu par filtrage linéaire de x(¢) et que x(z) est un processus aléatoire
stationnaire, y(¢) est un processus stationnaire (voir cours). Sa moyenne est définie par

Elx(u))du— [ " El(w)]du = m(b—a) — m(a—b) = 2m(b—a)

t—a

t+b

Eb) = |

+a

La densité spectrale de puissance de y(¢) s’obtient a ’aide des relations de Wiener Lee

in —sin )2
() = ssOOHDPR = e E (be):ﬂfsz (2nfa)]

Exercise 4.7 — Calcul de la puissance d’un bruit filtré.

Soit un signal aléatoire stationnaire X (), de densité spectrale de puissance Sx (f) représentée
en vert sur la figure suivante. Ce signal est bruité par un bruit blanc, B(¢), de densité spectrale
de puissance Sp(f) = o Vf, o étant une constante. Le signal bruité, X () + B(t), passe dans un
filtre linéaire de type passe-bas idéal, de fréquence de coupure f. : voir figure suivante, ot H(f)
représente la réponse en fréquence du filtre passe-bas.

~ Se(f)
H(f)’

a3

> f(kHz)
_fc ! fc‘

1. Calculer le rapport signal sur bruit en sortie du filtre.
2. Evaluer le rapport signal sur bruit en sortie du filtre en décibels pour o = 1V2/Hz.
3. Que signifie un rapport signal sur bruit négatif en décibels ?

Correction.
1. Le signal n’est pas abimé par le filtre. La puissance du signal en sortie du filtre est donc
identique a celle en entrée et est donnée par [ Sx(f)df = f..



51

La densité spectrale de puissance du bruit en sortie du filtre est donnée par [H (f)|* Sp(f) (voir
relations de Wiener Lee), d’ou sa puissance :

1P Sa)df =20,
. Le rapport signal sur bruit est donc donné par

fo 1

RSB = =
2af, 2o

2. RSBy = 10log,, SNR = 10log,, 3 = —3dB.

3. Un rapport signal sur bruit négatif en décibels signifie qu’il y a plus de bruit que de signal.
La puissance du bruit est deux fois plus grande que celle du signal pour un rapport signal sur
bruit de —3 dB

|

Exercise 4.8 — Calcul d’'un Rapport Signal sur Bruit (RSB) en sortie d’un filtre linéaire.
On considere un filtre (linéaire invariant dans le temps) de réponse impulsionnelle 4(z)

| exp(—at)sit>0
h(’)_{ 0sit<0

avec a > 0. On applique a I’entrée de ce filtre un signal aléatoire x(¢) constitué de la somme

d’un signal sinusoidal s(¢) = Acos (27 fyt), oul A et f sont deux constantes, et d’un bruit blanc

stationnaire b(¢) de densité spectrale de puissance s,(f) = 67V f,c'est — — direx(t) = s(t) + b(t).
1. Montrer que la transmittance de ce filtre s’écrit

1

H(f)=TF[h(t)] = at 2nf

2. Déterminer la puissance P, du signal y,(¢) défini par

Yb(1) = b(t) *h().

3. Déterminer I’expression du signal filtré

ys(t) = s(2) % h(7)

et en déduire sa puissance notée B, .
4. En déduire le rapport signal sur bruit du signal filtré défini par

P,
RSB = =
B,

et montrer qu’il est maximal pour a = 27 fj.
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5. Il est habituel d’exprimer le rapport signal sur bruit en décibels. Rappelez la définition de

ce rapport signal sur bruit noté RSB 3.
Que signifient RSB, = 0dB, RSB, = 20dB et RSB ;5 = —20dB ?

Correction.
1. La transmittance de ce filtre s’€écrit

H(f) :/0 e eI gr —

a+ j2nf’

2. Ladensité spectrale de puissance de y,(#) s’écrit

sy, (f) = so(f)H()

2
o)

a’>+4n2f?
d’ou la puissance de yj

2
O
P e B |
Yo = /a2+47r2f2 df

On fait le changement de variables 27 f = au et on obtient
/ _9%
) a2+ a2u2 27r 2a
3. La TF du signal filtré s’écrit
Y(f) = S(HH(S)

A .
= 5[5(f+fo)+5(f—f0)}M(f)€j¢(f)
avec H(f) = M(f)e/®). On en déduit
Y(f) = % [6(f+fo)M(—fo)€j¢(7f°) +5(f—f0)M(fo)ej¢(f°)}
= M) [8(7+ fo)e U+ 8(7 — fo)er®h|
d’ou A
w(t) = SM(f) {e—ﬂﬂﬁﬂe—jd)(fb) " eJZﬂfoteij(ﬁJ)}
= AM(fo)cos[2xfor + ¢ (fo)]
et donc la puissance de y,(r) est

» A2M2 (fO) AZ
BT T a@vanifl]
4. Le rapport signal sur bruit du filtre s’écrit
P,
RSB = =
Py,
A? a

= —————5 =g(a).

of a*+4m f}
Le numérateur de g’(a) s’écrit (2 une constante multiplicative prés)
h(a) = d*+4n°f3—24°
= 4n’ff —a*
Le RSB est donc maximal pour a = 27 fj.
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5. Le rapport signal sur bruit en décibels est défini par

P,
RSB = 10logy, [>]

Pyh

donc
— RSB, = 0dB signifie que la puissance du signal est égale a la puissance du bruit
— RSB;p = 20dB signifie que la puissance du signal est cent fois supérieure a la puissance
du bruit
— RSB, = —20dB signifie que la puissance du signal est cent fois inférieure a la puissance
du bruit
]

Exercise 4.9 — Filtrage d’un signal aléatoire.

On considere un signal aléatoire stationnaire X () de moyenne nulle et de densité spectrale
de puissance sx (f) = 2a, ol a est une constante positive. Le signal Y (¢) est obtenu par filtrage
linéaire (invariant dans le temps) de X () avec un filtre de transmittance

1

H(f):m-

Déterminer la densité spectrale de puissance, la fonction d’autocorrélation et la puissance du
signal Y (1)

Correction.
D’apres la relation de Wiener-Lee, la densité spectrale de puissance de Y () est

sy(f) = sx(N)IH (P
_ 2a
a2 +4Amfr
La fonction d’autocorrélation de Y (¢) est donc
Ry(t) =TF ' [sy(f)]
= ¢~ (voir tables)
et par suite la puissance de Y (7) est

E[Y*(t)] =Ry(0) =1

Exercise 4.10 — Filtre dérivateur.
On considere un signal aléatoire stationnaire x(¢) de fonction d’autocorrélation R, (7) et de
densité spectrale de puissance s, (f) et on considére le signal y(z) défini par

() =x(t)

ol x'(r) est la dérivée du signal x(z). Le signal y(¢) est-il obtenu par filtrage linéaire de x(r) ? Si
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oui, préciser la transmittance de ce filtre. On suppose que x(¢) est un signal de densité spectrale de
puissance sy(f) = #, f € R. Déterminer la fonction d’autocorrélation du signal y(z). Comment
appelle-t-on un signal qui possede cette fonction d’autocorrélation ? =

Correction.
Pour déterminer si y(f) = x/(¢) est la sortie d’un filtre linéaire d’entrée x(¢), on peut utiliser
I’isométrie fondamentale. En remplagant x(¢) par e/2®/* dans 1’expression de y(t), on obtient

(1) < (j2mf)e> .

On en déduit que y(z) est la sortie d’un filtre linéaire de transmittance H(f) = j2nf. D apres la
relation de Wiener-Lee

5y(f) = sx(HIH(f)? = 4n°.

En conséquence
R.(1) = 4m%8(7).

Le signal y() est un bruit blanc. [ |

Exercise 4.11 — Dérivée premiére moins dérivée seconde.

On considere un signal aléatoire stationnaire X (¢) de moyenne nulle, de fonction d’auto-
corrélation R(7) et de densité spectrale de puissance s(f). On construit le signal Z(¢) défini
par

Zt)=X'(t)-X"(t)

ot X'(¢) et X" (r) sont les dérivées premiere et seconde du processus aléatoire X (7).

1) Montrer que Z(¢) est le résultat d’un filtrage linéaire de X (¢) par un filtre dont on déterminera
la transmittance.

2) Déterminer la densité spectrale de puissance de Z(¢) en fonction de celle de X (¢). n

Correction.
montrer qu'on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a
X(t) = exp(j2nft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2nft)H(f), ou H(f) est une quan-
tité indépendante de ¢ qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans
I’exemple de cet exercice, la réponse a X (1) = exp(j27 ft) est

(j2mf)exp(j2mft) — (j2rf)* exp(j2mft) = exp(j2mft)H (f)

avece
H(f) = j2nf+4n’f>.

D’apres la relation de Wiener-Lee, on a

sz(f) = s(H)H()F = s(f)(4r*£2) (1 + 477 ).
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Exercise 4.12 — Zoom Spectral Pour Signaux Déterministes.
1) On considere un signal déterministe a énergie finie a valeurs réelles noté x(¢) de transformée
de Fourier

X(f) =A[Ar(f— fo) + Ar(f + f0)]

avec r
0 sinon

A ={

et fo > F > 0 (on notera que X (f) est une fonction paire).
1) On forme le signal

x1 (1) = x(¢) exp [—i27 fot]

Déterminer la transformée de Fourier de x; (¢) notée X, (f).

2) On filtre le signal x; (r) a I’aide d’un filtre passe-bas idéal de facon a ne conserver que la partie
du spectre de x; (¢) associée aux fréquences vérifiant | f| < F. Déterminer le signal résultant noté
x2(2).

3) Le signal x, () est comprimé de maniére a obtenir

x3(t) = xp (Mt) avec M > 1.

Expliquer pourquoi I’opération qui fait passer de x, () a x3(¢) peut étre qualifiée de “compression”.
Déterminer la transformée de Fourier de x3(7) notée X3(f).
4) Pour terminer, on module le signal x3(¢) de maniére a générer

xa(t) = x3(t) exp 2 fo]

Déterminer la transformée de Fourier de x4 () notée X4(f).

5) Représenter graphiquement X;(f),X2(f),X3(f) et Xa(f) (pour toutes ces représentations
graphiques, on prendra fy = 5SkHz et F' = 1kHz) et expliquer pourquoi I’opération qui transforme
le signal x() en x4(¢) peut étre qualifiée de “zoom” spectral. .

1. Correction.

1. La transformée de Fourier de x; () s’écrit

Xi(f) = X(f)=6(f+ 1)
= X(f+/)

= A[Ar(f)+Ar(f+210)]-
2. Si on ne conserve que les fréquences appartenant a I’intervalle [—F, +F], on obtient

Xo(f) =AAF(f).
Le signal filtré x,(¢) s’écrit donc
x(t) = TF ' [X,(f)] = AF sinc? (nFt)
avec '
sinx

sinc (x) =
x
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3. Si le support temporel de x,(¢) est [—A,A], celui de x3(¢) est [-A/M,A/M]; De plus, 1’allure
temporelle des signaux x; () et x3(¢) sont similaires. Le signal x3(¢) est donc bien obtenu par
compression du signal x,(¢) La transformée de Fourier de x3(¢) s’écrit

4. La transformée de Fourier de x4 (7) s’écrit

X(f) = X3(f)*6(f = fo)

= X3(f—fo)
_ éAF <f—fo>.
M M

5. En observant le spectre de x4(), on s’apercoit que les opérations successives décrites dans les
questions 1), 2), 3) et 4) ont étalé le spectre situé autour de la fréquence fy du signal d’origine,
ce qui correspond a un zoom spectral. Les opérations indiquées sont illustrées sur les figures

ci-dessous
A
X(®)
. , .
-f-F A, -f+F Lt B & LR
A
X, (D)
} >
2y F 2f 2A+F F F
A Xz(ﬂ
F F
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X,

v

A X4(D

4

f-MF f,+MF

Exercise 4.13 — Zoom Spectral Pour Signaux Aléatoires.
On considere un signal aléatoire stationnaire X () de moyenne nulle et de densité spectrale
de puissance

sx(f) =AAr(f — fo) + Ar(f + fo)]

avec r
0 sinon

AF(f):{

avec fo > F > 0. Pour toutes les représentations graphiques demandées dans cet exercice, on
prendra fo = SkHz et F = 1kHz.
1) Déterminer la fonction d’autocorrélation du signal X (7).
2) On forme le signal
x1(1) = x(r) exp [—i27 fot]

Déterminer la fonction d’autocorrélation (notée R (7)) et la densité spectrale de puissance (notée
s1(f)) du signal x; (¢). Représenter graphiquement s (f).
3) On filtre le signal x; (¢) a I’aide d’un filtre de fonction de transfert

1si—F<f<F
0 sinon

H() = {

Déterminer la densité spectrale de puissance (notée s (f)) et la fonction d’autocorrélation (notée
R>(7)) du signal résultant noté x; (). Représenter graphiquement s, (f).
4) Le signal x,(¢) est comprimé de maniére a obtenir

x3(t) = xp (Mt) avec M > 1.
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Déterminer la fonction d’autocorrélation (notée R3(7)) et la densité spectrale de puissance (notée
s3(f)) du signal x3(¢). Représenter graphiquement s3(f).
5) Pour terminer, on module le signal x3(¢) de maniere a générer

x4(t) = x3(t) exp [i27 for]

Déterminer la fonction d’autocorrélation (notée R4(7)) et la densité spectrale de puissance (notée
s4(f)) du signal x4 (). Représenter graphiquement s4(f).

Correction.
1. La fonction d’autocorrélation du signal X (¢) est la transformée de Fourier inverse de sx (f),
soit
Ry(t) = ATF'[Ar(f—fo) +Ar(f+ /o))
= ATF ' [Ar(f)]exp (21 foT) +ATF " [Ar(f)]exp (-2 fo7)
= 2AFsinc? [wFt]cos (27 fyT).
2. La fonction d’autocorrélation du signal x; (¢) s’écrit
Ri(1) = E(0)x(t—1)
= E[x(t)exp(—i2mfot)x"(t — ) exp (i2mfo(t — 7))]
= exp(—2mfoT)E [x(t)x" (t — 7)]
= exp(—21fy7) Ry (2)
d’ou sa densité spectrale de puissance
si(f) = TF[Ri(7)]
= 8(f+ /o) *sx(f)
= sx(f+fo)

= AAr(f)+Ar(f+2/0)]
3. Si on filtre le signal x| (¢) on obtient, en appliquant la relation de Wiener-Lee, un signal x,(¢)
de densité spectrale de puissance

s2(f) =s1(f) [H(f).

Avec le filtre proposé, on obtient
52(f) =AAr(f)
d’ou
R(7) = AFsinc® (nF1).

4. La fonction d’autocorrélation du signal x3(z) s’écrit

Ry(1) = E[x3(1)x3(t—7)]
E [xo(Mt)x; (Mt — M7)]
= R (M’L')
d’ ol sa densité spectrale de puissance
s3(f) = TF[R3(7)]

1 (f
- in(i)

()
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5. Si on module le signal x3(7) comme demandé, on obtient
Re(x) = Elxa(t)i(e—1)

= Elx3(t)exp (27 for) x3(t

= exp(27foT) E [x3(t)x3(

= exp(27mfoT) R3(7)
d’ot la densité spectrale de puissance

sa(f) = 6(f—fo)*s3(f)

T)exp[—i27 fo(t — 7)]]
7)]

= s3(f—fo)
_ é/\p (f—fo ‘
M M

6. On obtient la méme expression qu’a la question 5) de I’exercice précédent. On a donc effectué
un zoom autour de la fréquence f sur la densité spectrale de puissance du signal d’origine.
Les opérations indiquées sont illustrées sur les figures ci-dessous

[
Exercise 4.14 — Amplitude et fréquence aléatoires.
On considére un signal aléatoire Z(¢) défini par
Z(t) = Aexp|[2jnBi]
ol j2 = —1, A est une variable aléatoire uniforme sur | — 1,+1[, B est une variable aléatoire

indépendante de A possédant une loi de Laplace de densité

7(b) = sexp(~pl).b € R.
On rappelle qu’une variable aléatoire A uniforme sur | — 1, 1[ vérifie E[A] = 0 et E[A%] = 1/3.
1) Montrer que Z(z) est un signal aléatoire stationnaire.
2) Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de Z()
3) On considere un filtre de transmittance H (f) = e 3!/ dont Ientrée est le signal Z(¢). Détermi-
ner la fonction d’autocorrélation du signal de sortie W (t) = Z(t) * h(t) avec h(t) = TF~[H(f)].

Correction.
1. Lesignal Z(¢) est stationnaire si sa moyenne E[Z(¢)] et sa fonction d’autocorrélation E[Z(t)Z* (t —
7)] sont des quantités indépendantes du temps. En utilisant le fait que les variables aléatoires
A et B sont indépendantes, on obtient

E[Z(t)] = E[A]E {exp[2jnBt]} = 0 (car E[A] =0).
De méme
E[Z(t)Z*(t — ©)] =E[A%]E {exp[2jnBt]exp[—2jnB(t — 7)]}

:%E [exp (2j7BT)] (4.1)

qui est une quantité indépendante de ¢. Le signal Z(¢) est donc stationnaire au second ordre.



60 Chapitre 4. Filtrage linéaire

2. D’apres la question précédente
1
E[Z(t)Z"(t —1)] :§E [exp (2jmBT)]

l oo
=3 / exp (2jnbt) p(b)db

:é/ exp (2jmbt)exp(—|b|)db. (4.2)

On peut calculer cette intégrale de maniere directe

oo

0 {eo)
/ exp(Zjnbr)exp(—\b|)db:[ exp(2j7rbr)exp(b)db—|—/0 exp (2jnbt)exp(—b)db

1 1 2
S 2jmTt+1 +1—2jm' CAme2 41

(4.3)

ce qui permet d’obtenir

AT 31+ 4m2e2)

Mais on peut aussi remarquer que

S)

E[Z()Z"(t —7)] :é / exp(2jmbT)exp(—[b])db

1 e
:8[wexp(ZjﬂfT)eXP(*‘fDdf
[ S Y
—_TF [e }

1 2 1

6 Trande?  3(114nttd)

4.4
La densité spectrale de puissance du signal Z() est
L1
s2(f) = TFIRz(%)] = e

3. D’apres la relation de Wiener-Lee

sw(f) =sz(F)IH()P
:éefm e bl ée—m

bone 1 1 249
. 1 X 7
Ry(t)=TF ' |—¢ W] = x = = .
w(®) [66 6 7" 291 4m2  3(49 1 4m212)

Exercise 4.15 — Détection de changements de moyenne.
On considére un processus aléatoire réel stationnaire X (¢) de moyenne m = E [X(¢)], de
fonction d’autocorrélation Ry (7) = E [X (t)X (¢ — 7)] et de densité spectrale de puissance sx (f).
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Pour T > 0, on construit le signal aléatoire Y () comme suit
t+T t
Y (1) = / )= / Xi(as) it
t t—T

1) Montrer que I’opération liant X (¢) et Y (¢) est une opération de filtrage linéaire (invariant dans
le temps) et que la transmittance s’écrit H(f) = 2jTsinc(mfT)sin(m fT). Déterminer la réponse
impulsionnelle A(t) associée a H(f).

2) Déterminer la moyenne du signal Y (¢) et la densité spectrale de puissance de Y () en fonction
de celle de X (7).

3) Expliquer I’ utilité pratique du filtre liant X (¢) et Y (¢). n

Correction.

1. Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a
X(t) =exp(j2nft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2mf1)H(f), ou H(f) est une quantité
indépendante de ¢ qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans
I’exemple de cet exercice, la réponse a X () = exp(j2m ft) est

_exp(j2mf(t+T)) —exp(j2rft)  exp(j2mft) —exp(j2mf(t —T))
- 2nf j2nf
=exp(j27f1)H (f)

Y (t) :/tt” exp(janu)du—/tTexp(janu)du

avec

_exp(2nfT)—1 1—exp(—j2nfT)
B j2nf 2nf
Donc Y (¢) est obtenu par filtrage de X(¢) avec un filtre de transmittance H(f) définie ci-

dessus. La réponse impulsionnelle de ce filtre est 4(t) = TF~![H(f)]. Pour déterminer cette
transformée de Fourier inverse, on peut décomposer H(f) comme suit

H(f)

1 . ) . . . .
H(F) =—— [oI®IT (gi®fT _ g=imfTY _ o=infT (pinfT _ ,=jnfT
(f) s e (e e )—e (e e )]
=2jTsinc(mfT)sin(xfT)

— Tsine(x/T) exp(jfT) —exp(—jnfT)]

On en déduit
h(t) = 2T (1) * 21j(6(t+T/2) 5 —T/Z))] - <t+ g) 1, <t _ T) ,

2. Les relations de Wiener-Lee permettent d’obtenir

et

sy (f) = sx(F)H(f)[? = 4T sx (f)sinc®(nfT) sin®(nfT).
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3. Le filtre soustrait la moyenne du signal X (7) aprés I’instant ¢ & la moyenne du signal X (¢) avant
I’instant ¢. Si ces deux moyennes sont proches, on a Y () proche de 0. Si ces moyennes sont
tres différentes, Y (¢) aura une valeur importante. Ce filtre peut donc étre utilisé pour détecter

des changements de moyenne dans le signal X (7).
]

Exercise 4.16 — Systéme multitrajet.
1. Soit le signal déterministe défini par :
x(t) = AeM >0 A>0
= 0 <0
(a) Calculer la fonction d’autocorrélation de x(¢) (en distinguant les cas T > 0 et T < 0).
(b) Calculer la transformée de Fourier de x(¢), puis sa densité spectrale de puissance et
retrouver enfin I’expression de sa fonction d’autocorrélation déterminée précédem-
ment.
2. Considérons un systéme multitrajet d’entrée x(¢) et de sortie y(¢) défini par :

M
y(t) = Y ax(t—7)
k=1

(a) Montrer que y(¢) est la sortie d’un filtre linéaire d’entrée x(¢). Exprimer la réponse
impulsionnelle et la réponse en fréquence de ce filtre.

(b) Exprimer la fonction d’intercorrélation entre y(z) et x(¢) notée Ry, (7) en fonction de
R, (7).

(c) Si le signal déterministe de la question 1 est mis a I’entrée du systeme multitrajet,
a quelle(s) condition(s) sur A et les 7; peut-on alors identifier les parameétres du
systemes {a, s };_; » & partir de la fonction d’intercorrélation Ry, (7)

Correction.
1. (a) Ce signal est déterministe a énergie finie :

A2
_ 2 4. _
E—/R|x(t)| dt—yL

(b) Dans ce cas
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avec . A
X(f) = / Ae M Pmltgp — =
() 0 A+ j2nf
D’ou 5
A
S =
)= 71 +4m2 f2
et donc (tables de TF) :
A®

Rx(7) =TF ' [Sx(f)] = Sy

On retrouve bien le résultat précédent.
2. (a)
M
y(t) = Za;ﬁ(t — 7)) xx(t)
k=1

Nous avons bien une relation de filtrage linéaire entre x(¢) et y(z), avec

h(t) = faka(t — %)
k=1

et

M
H() = Y e 5
k=1
Remarque : on peut également le montrer en plagant x(¢) = e~/2%/" i I’entrée du filtre et
en montrant qu’on obtient alors y(r) = x(¢)H(f).
(b) En utilisant une des relations de Wiener Lee :

M
Ry (7) = Re(7) % h(7) = Y xR (T — 1)
k=1

(c) La détection de la position et de la hauteur des pics qui apparaissent dans Ry,(7) permet
de retrouver les a; et T, qui caractérisent le canal multitrajet et pourrait donc permettre
de corriger les distorsions introduites.

|

Exercise 4.17 — Systéme réverbérant.
Considérons un systeme “réverbérant” d’entrée x(¢) et de sortie y(z) défini par :

y(1) = 3 1x(e —kT)
k=0

1. Calculer la réponse impulsionnelle du systeme et sa réponse en fréquence (ou transmit-
tance).

2. Calculer la Densité Spectrale d’Energie (DSE) de y(t).

3. Peut-on évaluer yet T a partir de cette DSE ?
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Correction.
1.

¥(6) = Y8 — KT) (1)
k=0

D’ou .
h(t)=Y v*&(t—kT)
=0

et donc

oo

H(f) =Y Y‘exp—j2nfkT
k=0
— Y [yexp—j2x/T}!
k=0
1

" 1—yexp—j2nfT

2. Calculer la Densité Spectrale d’Energie (DSE) de y(t).

Sy(f) = [H(f)* Sc(f)

1

" 1+92—2ycos (2nfT) S:(f)

3. Peut-on évaluer yet T a partir de cette DSE ?

Sy(f) 1 - 1%;/2 quand cos (2 fT) =1
Se(f)  14+y>—2ycos(2mfT) 1+1y2 quand cos (2w fT) = —1
On pourra mesurer la période de ;y 83 pour obtenir 7 et les maxima et minima pour obtenir 7.

Exercise 4.18 — Détection d’un signal aléatoire.
L’ objectif de cet exercice est de détecter la présence d’un signal aléatoire x(¢) a partir de deux
signaux xj () et x2(¢) définis comme suit

xi(t) =[x(t)+b1(t)] xhi(t) et x(t) = [x(t) +bao(t)] * ha(2)

ol by (t),ba(t) et x(¢) sont trois signaux aléatoires stationnaires indépendants deux a deux re-
présentant respectivement le bruit associé au signal xy, le bruit associé au signal x; et le signal
d’intérét, et ou Ay (¢) et hy(¢) sont les réponses impulsionnelles de deux filtres linéaires (invariants
dans le temps). On suppose également que les bruits b (¢) et by () sont stationnaires de moyennes
nulles, c’est-a-dire E [b) ()] = E [b2(t)] = 0. Pour détecter la présence du signal x(z), on propose
de multiplier les deux signaux x; () et x, () pour former le signal z(z) = x; (¢)x2(¢) et ensuite de
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filtrer z(¢) a I’aide d’un filtre moyenneur pour obtenir le signal m(¢) défini comme suit

m(t) = ;,/tiTz(u)du.

1. On commence par étudier 1’opération de filtrage par moyennage qui transforme z(¢) en m(t) et
on suppose que z(7) est un signal aléatoire stationnaire.
e Justifier que I’opération reliant z(¢) et m(t) est une opération de filtrage linéaire.
e Déterminer la réponse impulsionnelle /(7) et la transmittance H(f) de ce filtre.
e Déterminer la moyenne de m(t) en fonction de m, = E[z(1)].
e Déterminer la puissance du signal m(t) sous la forme d’une intégrale d’une fonction
dépendant de g.(f) etde T.
2. Pour commencer, on suppose que x(¢) = 0 (absence de signal d’intérét).
e Déterminer la moyenne du signal z(z).
e Déterminer la fonction d’autocorrélation du signal z(¢) en fonction de celles de x () =
by (t) *h](l) etX2<l) = b2([) *hz(l‘).
e En supposant que les bruits b; () et by(¢) sont des bruits blancs de densités spectrales de
puissance s, (f) = N; et s, (f) = Na, en déduire la densité spectrale de puissance s, (f)
(sous forme intégrale) en fonction de Ny, Np, H; (f) et Hy(f). Que devient cette expression
de s,(f) lorsque
Isi —5<f<
0 sinon.

!

Hl(f)—Hz(f)—{

avec F > 0.
3. Dans un second temps, on suppose que le signal d’intérét est présent, c¢’est-a-dire que x(r) # 0.
e On suppose d’abord que by (t) = by(t) = 0 (absence de bruit). En utilisant un résultat du
cours (a préciser), expliquer pourquoi la fonction d’intercorrélation des signaux x; (¢) et
x2(t) (définis au début de cet exercice) s’écrit

+oo
R (1) = Ela(— 0] = [ P Hy ()H3 (sl ).

e Expliquer pourquoi ce résultat reste valable en présence de bruit, ¢’est-a-dire pour by (1) # 0
et by(t) #0.

e En déduire la moyenne de z(¢) sous la forme d’une intégrale dépendant de H; (f),Ha(f) et
sx(f). On suppose que x(¢) est un signal de puissance P, de densité spectrale de puissance
a bande limitee [—F /2,F /2] et que les filtres H(f) et Hp(f) sont définis comme a la
question précédente. Montrer alors que E|[z(t)] = P,.

e Déterminer la moyenne de m(r) en présence (hypothese H; ) et en I’absence (hypothese Hy
) du signal x(¢) et expliquer comment détecter la présence ou I’absence du signal x(¢) a
I’aide de la sortie du filtre moyenneur m(z).

Correction.
1. On procede comme suit :
o Il y a différentes manieres de répondre a cette question. La plus simple est probablement
de déterminer la réponse harmonique (ou de maniee équivalente d’utiliser 1’isométrie
fondamentale) qui consiste a faire z(¢) = exp(j27vt) et a vérifier que m(t) s’écrit alors
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m(t) =H(v)exp(j2mvt). Sic’est le cas, m(r) est obtenu par filtrage de z(¢) avec un filtre
de transmittance H(f). Si ce n’est pas le cas, m(t) et z(¢) ne sont pas liés par une relation
de filtrage. Dans le cas présent, quand on remplace z(¢) parexp(j27vt), on obtient

1 t
m(t) = T /I_T exp(j2nvu)du

[exp(j2mvet) —exp(j2nv(t —T))]

- j2rvT
=exp(j2rve)H(V)
avec
H(v)= 1— —j2
(V) = S5yl —exp(—s2mv)
_exp(—jnvT)

T [2jsin(wvT)]

=exp (—jmvT’) sinc(nvT)

Donc, m(t) est obtenu par filtrage de z(r) avec un filtre de transmittance H(f).
L’expression de H(f) a été déterminée a la question précédente. Celle de A(f) s’obtient
par transformée de Fourier inverse

h(t) = 8 <z - g) ; [;HT(t)] _ %HT (z - Z) |

LLa moyenne de m(z) s’écrit

E[m(t)] = % / tTE[z(u)]du —m..

La puissance de z(f) s’écrit

—+oo

En utilisant la relation de Wiener-Lee, on obtient

= [ g H(Par = [ sp)sind(fT)dr,

Pour étudier la moyenne et la puissance de m(z), on a donc besoin de déterminer E[z(¢)]
et s;(f), ce qui est I’objet de la prochaine question.
Quand x(f) =0,0on a

2(t) = x1(1)x2(t) = [b1(2) % ha (1)] [b2 (1)  ha ()] -
En utilisant I’indépendance entre b (¢) et bo(¢), on obtient
Elz(1)] = E b1 (t) * (1)) E [b2(t) ¥ ha(1)] = O

car les bruits by (¢) et b, (¢) sont de moyennes nulles.
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e La fonction d’autocorrélation du signal z(¢) = x (¢)x(¢) s’écrit
R:(7) = Elz(1)z(t — 7))

=E [x1(t)x2(t)x1(t — T)x2 (¢ — 7)]
Ry, (T)Ry, (7)

la derniere égalité ayant été obtenue en utilisant I’indépendance entre les bruits b, (¢) et

by (l ) .
e D’apres I’expression de la fonction d’autocorrélation du signal (z(), on obtient

SZ(f) = Sxy (f) 'sz(f)
= [ s sl -

avec sy, (f) = Ny |H(f)|* et &, (f) = N2 |Ha(f)]*. On en déduit

&) =NiNs [ )P B (F )P

o Il s’agit de I’application directe de la formule des interférences.

e cn présence de bruit, onaxy (t) =x(¢)*hy(¢t)+b1(t)*hi(t) etxa(t) = x(t) xhy(t) +ba (1) *
hy(t). La fonction d’autocorrélation du produit z(¢) = x;(¢)x2(¢) va donc comporter
quatre termes. En utilisant I’indépendance entre les bruits by (7) et by(z) et le fait que ces
bruits sont de moyennes nulles, on observe que trois de ces termes sont nuls et donc on
retrouve I’expression précédente.

e La moyenne du signal z(¢) s’écrit

e D’apres les résultats précédents, on a

E[m(t)] = { 0 si 'le signal x(t) est absent
P, si le signal x(¢) est présent
Pour détecter la présence du signal x(¢), il suffit d’estimer la moyenne de m(z), par
exemple a ’aide d’une moyenne arithmétique, et de comparer cette moyenne a un seuil
judicieusement choisi (par exemple fixé a I’aide d’une probabilité de fausse alarme de
référence).
|
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Exercise 4.19 — Annulateur de bruit.

Soit X () un bruit blanc stationnaire, réel, de densité spectrale de puissance Sx (f) = % vf
(Ny est une constante), attaquant le systéme décrit par la figure suivante, ott H; (f) est un filtre
passe-bande défini par :

A A
B =1 o e [n-Fone Y]
=0 ailleurs

et Hy(f) une ligne a retard T réglable définie par :

H2 (f) —_ e—iZan

X, (t)

X(t) Hl(f) GB% Y(t)=X1(t)+X2(t)

S

Annulateur de bruit

—_

Calculer la puissance du signal de sortie, Y (¢), en fonction de la puissance et de 1’autocor-
rélation du signal X; (), respectivement notées Py, et Ry, (7).

Calculer Py, en fonction de Ny et de Af.

Calculer Ry, (7) en fonction de Ny et de Af.

En déduire 1’expression de la puissance de Y () en fonction de Ny, Af et T.

Que se passe-t-il lorsque :

_ T~ 19
TszO.

— T>>Aif?

=

Correction.
1.

E[Y*(1)]

E[(Xi (1) +X2(1))]

= E[X}(0)] +E (0] +2E X ()Xa(0)]
= Px, + Px, + 2Rx,x, (0)

Py

Ecrivons X, (¢) en fonction de X (¢) :
Hy(f) = &7

D’ou
hy(t)=0(—T)

et donc on a bien une ligne a retard :

X(t) =X (t)xhy(t) =X, (t —T)
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et Py, = Py, car Sy, (f) = |[Ha(f)* Sx, (f) = Sx, (f)
D’ou:
Py =2(Py, +Rx,(T))

2. Py, = [oSx,()df = [ "2 [Hi(f)Pdf =% x 2Af = NoAf
3. Ry, (7) =TF ' [Sx, (/)] =TF " [% (Tay(f — fo) + Tap (f + fo))] = NoAfsinc(mAf7) cos(27 fo)
4. Py = 2NoAf (1 + sinc(nAfT) cos(2m foT))

5. Que se passe-t-il lorsque :
_ Ta~-1l29
N ]
cos(2mfoT) ~ —1 et sinc(rAfT) ~ 1, d’ou Py ~ 0 : grice au filtre de réponse en
fréquence H,(f) on a donc annulé le bruit X (¢)
— T> 5:?
sinc(mAfT) ~ 0, d ot Py >~ 2NoAf = Py, + Px, : Xi(t) et X»(¢) sont décorrélés.

%endexercise

Exercise 4.20 — Filtres Intégrateurs.

Soit Z (¢) un processus aléatoire stationnaire, de moyenne nulle et pourvu d’une densité
spectrale réguliere sz (f).

1. Soit

a-+t
nayz/ 7)o
a
Montrer que V,(¢) est la sortie d’un filtre linéaire (que 1’on précisera) dont I’entrée est Z(z).
En déduire la moyenne, la densité spectrale de puissance et la fonction d’autocorrélation
du processus V,(t). Déterminer E [V,(t)V; (t — 7)].

2. Montrer que V,(z) est dérivable et déterminer V., (z).
3. Soit

W@:AE@@

Le processus W () est-il stationnaire ?

Correction. this is the correction [ |
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Exercise 4.21 — Filtrage de Wiener.
On considere le systeme suivant

. X(1)
i) — »( + o H(f) ——X(1)

B(t)

ou i(t) est I'information utile qui est perturbée par un bruit additif B(r) stationnaire de
moyenne nulle et de fonction d’autocorrélation R,(7) = E [B(¢)B*(t — 7)]. On suppose que
I’information i(¢) est un signal aléatoire stationnaire de moyenne nulle et de fonction d’autocorré-
lation R;(t) = E[i(t)i*(t — 7)] et on observe uniquement le signal X (7). Le but de ce probleme
est de construire un filtre de transmittance H(f) (appelé filtre de Wiener) permettant d’estimer
I’information i(¢) a partir du signal X (), ¢’est-a-dire tel que Y (¢) soit le plus proche possible de
i(¢) (on aura alors effectué un débruitage du signal X (¢) ). On peut montrer que le filtre solution
de ce probleme vérifie les équations normales définies par

E{Ji(t) —Y(1)]X*(u)} =0, VueR

1. En supposant que les signaux i(¢) et B(¢) sont indépendants, déterminer la fonction d’autocor-
rélation et la densité spectrale de puissance de X () en fonction de celles de i(¢) et B(t). Montrer
que les équations normales permettent d’obtenir

Ri(t—u) = / R(WRu(t —u—v)dv, VueR
Puisque ce résultat est valable Vu € R, on en déduit
Ri(T) = h(T) *Ry(T)

En déduire que la transmittance recherchée vérifie

si(f)
si(f) +s5(f)

ot s;(f) et sg(f) sont les densités spectrales de puissance des signaux i(¢) et B(f). Remarque : si
vous n’arrivez pas a résoudre cette question, vous pouvez admettre le résultat (1) et continuer le
probleme.

H(f) =
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2. On suppose que B(t) est un bruit blanc de densité spectrale de puissance sz(f) = 07 et que
i(t) est obtenu par filtrage d’un bruit blanc e(z) de densité spectrale de puissance s,.(f) = 1 par
un filtre de réponse impulsionnelle

e >0
W)=\ o <0

Déterminer la transmittance de ce filtre, puis s;(f) et enfin H(f). En déduire la réponse impul-
sionnelle A(t) du filtre de Wiener en fonction de a et 0.
3. Déterminer les limites de H(f) et de h(t) lorsque 67 — 0. Interpreter ce résultat. ]

Correction.
1. En utilisant la relation x(¢) = i(¢) + B(¢), on a

Ex(t)x*(t—1)|=E[i(t)i"(t —1)| + E[i(t)B*(t — )| + E [B(¢)i*(t — )| + E [B(t)B"(t — 7)]
=Ri(t)+E[i(t)B*(t—7)|+E [B(t)i*(t — 7)| + Rp(7)

Puisque les signaux i(z) et B(r) sont indépendants et de moyennes nulles, on en déduit
Ry(t) =Ri(t) +Rp(T)

et donc
sx(f) = si(f) +s8(f)

Les équations normales s’écrivent

E{Ji(t) —Y()]X*(u)} =0, VueR

c’est-a-dire
E[it)X" (u)] =E[Y(t)X*(w)], YueR

En utilisant & nouveau I’indépendance entre i(r) et B(z), le terme de ganche de cette équation
s’écrit

E[i(0)X"(u)] = E[i(t)i" ()] + E [i() B" (u)]
= Ri(t —u) + E[i(1)|E [B" (u)]
= Ri(t — l/t)

Le terme de droite s’écrit

EY(0)X ()] = E{ { / h(W)X (1 —v)dv} X*(u)}

On en déduit
Ri(t—u) = /h(x)Rx(t —u—x)dx, VueR
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et puisque ce résultat est valable Vu € R

/h —x)dx, VT€ER
)*R()

En prenant la transformée de Fourier de cette équation, on obtient finalement

si(f) = H(f)sx(f)

c’est-a-dire a partir
si(f)

HO) = S s

. La transmittance associée a la réponse impulsionnelle

e >0
W)=Y "o <0

est -
TF(m(0)] = [ et P an
e—(ati2mf) 7
—(a—i—j27‘cft)]0
1
T atonf

En utilisant la relation de Wiener-Lee et le fait que i(¢) est obtenu par le filtrage de e(¢) par un
filtre de réponse impulsionnelle 7,(¢), on obtient

slf) 1
a>+4n’f? a?+4n?f?

si(f) =

On en déduit
si(f)
si(f) +sa(f)

S S
a2 Fan2f?

e 710
1

T 1402 (a+4nf2)

H(f) =

La réponse impulsionnelle du filtre de Wiener est la transformée de Fourier inverse de H(f)

1
1+ a0} +4n2c; 2

h(t) = TF!

1 1
= —TF!
o} Gig+a2+47r2f2
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En posant
1
C()2 ) + a2
S,
on obtient | 5
w
h(t) = TF!
) 200} {w2+47r2f2}
1
— e—w|t|
2007

3. Lorsque sz — 0, on observe d’apres (4)

lim H(f) =1
07 —0
d’ou
h(t) =06(t)

Interprétation : dans le cas ot 67 — 0il n’y a pas de bruit additif B(¢). Done, on observe X (t) =
i(t) + B(t) = i(t) et on cherche le filtre qui permet de retrouver i(z) a partir de X (t) = i(z). Ce
filtre est de réponse impulsionnelle (7)) = 3(¢) car

i(t)«8(1) = i(7)

Exercise 4.22 — filtrage adapté.

On considere un signal déterministe a énergie finie s(¢) défini sur I’intervalle [0, 7| perturbé
par un bruit b(¢) additif stationnaire de moyenne nulle, de fonction d’autocorrélation R,(7) et de
densité spectrale de puissance s;(f)

x(t) = s(t) +b(z)

On filtre le signal x(7) a 1’aide d’un fitre linéaire invariant dans le temps de réponse impulsionnelle
h(t) et de transmittance H(f) et on note y(¢) = x(¢) * h(t) la sortie de ce filtre.
1. On note y; () la sortie du filtre a ’instant 7y lorsque I’entrée est s(¢). Montrer que

()= [ SUIH(PeP s

ol S(f) est la transformée de Fourier du signal s(¢). Déterminer y; () lorsque

B T\ | Asite]0,T] 1 T\ _ [ Jpsite[0,T]
S(t) —AHT <t2> = { 0 Sian et h(t) = ﬁHT (f 2> = { 0 sinon

Tracer y; (fp) en fonction de 7.
2. Soit yj, (1) la sortie du filtre a I’instant 7y lorsque 1’entrée est b(¢). Montrer que la puissance du
signal yp, (19) s’écrit

E[ )] = [ 1H()Psy(A)ds
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Déterminer cette puissance pour sp(f) = % et pour le filtre de la question précédente.
3. On admet que le filtre qui maximise le rapport signal sur bruit 2 I'instant fo (SNR (fo) = y; (10) /E [y}, (0)])
est défini par
(S g
s5(f)

ol k est une constante. Dans le cas d’un bruit blanc défini par s;(f) = %, déterminer la réponse
impulsionnelle de ce filtre notée /() en fonction de k, Ny, 7y et du signal s(¢). Tracer hg(z) dans
le cas du signal s(t) = Al (1 — £).

4. On choisit 7) = T et on suppose que s(¢) = Ally (1 — L), a(t) = ﬁHT (t— 1) et que b(r) est

Hy(f) =

2
un bruit blanc (de moyenne nulle) de densité spectrale de puissance s;(f) = %
— Déterminer y,(T)
— Montrer que y,(T') s’écrit

() = \/1? /0 " b(u)du

En déduire la moyenne de y,(7) notée E [y,(T')]. On admettra que la variance de yj () est % On
suppose maintenant que y,(7') est un signal Gaussien. Déterminer la densité de probabilité du
signal y(T') = ys(T)+ y»(T) notée p[y(T) | A]. On rappelle que la densité de probabilité d’une
variable aléatoire X Gaussienne de moyenne m et de variance 62 s’écrit

On suppose que I’amplitude du signal déterministe A peut prendre deux valeurs, a savoir Hypo-
these Hy : A= —1Hypothese Hi : A =41 eton désire déterminer quelle hypothese
est vérifiée a partir du signal recu y(7') (qui est la sortie du filtre adapté a I'instant 7o = 7' ). On
adopte la stratégie suivante

Hj est acceptée si p[y(T) |A=—1]P[A=—1] > p[y(T) | A= +1]P|[A = +1]

En notant p = P[A = +1] et ¢ = 1 — p = P[A = —1], montrer que cette stratégie consiste a

comparer y(7T') a un seuil qu’on explicitera en fonction de p, Ny et T. Que devient cette regle si
—g—19

p=q=3" .

Correction.
1. Puisque s(7) un signal a énergie finie, y;(r) est aussi a énergie finie et

Yi(f) =TF [ys(1)] = S(f)H()

Done

ys(t) = TF'[S(f)H(f)]
= [ (e ay

En faisant = 7y dans cette égalité, on obtient le résultat demandé. Lorsque s(t) = Alj 7(2),
on a

S(f) =AT sinc(an)e—jﬂTf
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De plus, si h(t) = ﬁl[oﬂ (t),ona

H(f) = VTsinc(aT f)e ™/

- ¥s(t) :A\/f/RTsincz(an)eﬂﬂf(f*T)df
Mais
TF ' [Tsinc*(nTf)] = Ar(7)
Z/RTsincz(ﬂ:Tf)eﬂﬂffdf
Done

vs (to) = AVTAr (to — T)
. Larelation de Wiener-Lee permet d’obtenir
sy (f) = [H(f)Psp(f)

d’ou

Lorsque b(¢) est un bruit blanc de densité spectrale de puissance sp(f) = % et pour le filtre de
la question précédente, on a

N [P
R, =5 [ (P

N
= 70 / |\h(1)|?dr (égalité de Parseval)
R

_M
2

. Dans le cas d’un bruit blanc défini par s,(f) = %, ona

2k

Hy(f) = %S*(f)e_jznﬂo
donc
ho(t) = TF ™" [Ho(f)]
- ]2\,];TF1 [S*(f)e 7270

La TF inverse de S*(f) est

donc
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4. On choisit 7o = T et on suppose que s(t) = Aljo 7)(),h(t) = ﬁl[oﬂ (t) et que b(¢) est un bruit
blanc de densité spectrale de puissance s, (f) = % - D’apres ce qui précede, on a
ys(to) =AVT A7 (1o —T)

Donc en faisant ry = 7', on obtient

- De plus
yp(t) = b(t) *h(1)

—/h t—u
/ —bt—u u

En faisant r = T et en effectuant le changement de variables v =T — u, on obtient

o(T) = \/IT/OTb(V)dV

On en déduit

E [yy(T)] f/

—— [ odv=0
ik
La variance de y,(T) est donc

var[y,(T)] = E [)’i(T)]

// dudv
T
T N,
T// O u—v)dudv
:ﬁ A [/0 5(u—v)du}dv
_ﬁ/o dv
N,

2
Siyp(T) est un signal Gaussien, comme y(7') est un signal déterministe, y(T') = ys(T) +y»(T)
est aussi un signal Gaussien de moyenne

E(T)] = ys(T) +E [ys(T)] = y(T) = AVT

et de variance
var[y(T)] = var [y,(T) + y (T)] = var[ys(T)] = %

Sa densité de probabilité s’écrit donc

ply(T):A] = W}Noexp [—

O(T) —Aﬁ)2]

No
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5. La stratégie Hy est acceptée si p[y(T);A = —1]P[A = —1] > p[y(T);A = +1]P[A = +1]
consiste a accepter Hy si

T T)? T)—/T)?
9 | OOVTR] T () V)
/TNy No vV TNy No
c’est-a-dire
T T)? T)—/T)? 2VTy(T 2VTY(T
g BOEVTR GO VTR VTHT) L VTN
N 0 No No
d’ou finalement
L q\ N
Hjy est acceptée siy(7T) <In| = | —=

Danslecasolu p =g = %, on en déduit Hy est acceptée si y(T) < 0 ce qui est une régle de
décision logique.
|

Exercise 4.23 — Analyse cepstrale d’un signal réel a énergie finie.
Le cepstre d’un signal réel a énergie finie x(¢) de transformée de Fourier X (f) est défini par

(1) =TF"! {ln [! X (f!z] }

1. Montrer que si y(¢) est obtenu par filtrage linéaire de x(¢), i.e. si y(¢) = x(¢) *h(z), on a
cy(7) = cx(7) +cn(7).

2. On considere la somme d’un signal a énergie finie x(¢) et d’un écho défini par
y(t) =x(t)+ax(t—T),

avec a > 0 et T > 0. Montrer que y(r) est la sortie d’un filtre linéaire d’entrée x(7). Quelles sont
la réponse impulsionnelle 4(t) et la fonction de transfert H(f) de ce filtre ?

3. On désire déterminer le cepstre de A(z). On rappelle que le développement limité de la fonction
In(1+x) valable pour |x| < 1 est

In(1+x) = i (;kaﬂ
=0 kt1
En posant y = azzj 7 < 1 et en supposant que ¥ est suffisamment petit pour qu’on puisse négliger

les termes d’ordres Y* avec k > 2, donner un développement limité de In [| H ( f |2} et déterminer

une approximation du cepstre de A(¢) résultant de ce développement limité..
4 Expliquer comment identifier le retard T a partir du cepstre du signal y(7) moyennant certaines
conditions que I’on précisera. u

Correction.
Puisque x(7) et y(¢) sont des signaux a énergie finie, on peut calculer leurs transformées de
Fourier notées X (f) et Y(f).
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1. Siy(tr) =x(t)xh(z), alors Y (f) = X (f)H(f), et donc

In[|¥ ()] =In [|X()]*] +In [|H(f)P]
d’ont
cy(T) = cx(7) +en(7).

. En prenant la transformée de Fourier de

y() =x(t)+ax(t—T),
on obtient
Y(f) =X(f) [l +ae /*™T]
donc la transmittance de ce filtre est
H(f) = 1 +ae 2™/T
La réponse impulsionnelle /(z) s’obtient par transformée de Fourier inverse de H ()

h(t) = 8(t) +ad(t — T)

. Le module carré de H(f) se détermine facilement

H(f)]2 = [1+ae 27|
= 1+a*+2acos(2nfT)

2
= (1+d®) |1+ 1+aa2 cos(27fT)

(1+a*) [l +ycos(2mfT)]
d’ou
In[|H(f)[*] =In(1+a*) +1In[l +ycos(2mfT))
Puisque 0 < y< 1,0ona|ycos(2xfT)| < 1 et on peut utiliser le développement limité proposé

(=

In[1 + ycos(2mfT)] )L

k+1

En ne conservant que les premiers termes, on obtient

In[1+4ycos(2nfT)] ~ ycos(2mfT) — %[}/(:05(271]7)]2

~ ycos(2mfT) — f [1 +COS2(4nfT)}

d’ou
2 Y 7 1 1
cn(t) ~In(1+a )5(T)+§[5(T—T)+5(T—I—T)] -7 [5(r)+25(r—2T)+25(r+2T)]
P

§[5(T—2T)+5(T+ZT)]

2

~ [ln(l—i—az)—y

f ] 5(1)+ LS(t1—T)+8(r+T)] -

2

. Le cepstre de y(t) est défini par ¢,(T) = c,(7) +cx(7), donc si le cepstre de x(¢) n’interfere

pas avec les raies de ¢;(7), on peut identifier 7' en recherchant les raies présentes dans ¢, (7).
]
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Exercise 4.24 — Analyse cepstrale d’un signal aléatoire stationnaire.
Le cepstre d’un signal aléatoire réel stationnaire x(z) de densité spectrale de puissance sy(f)
est défini par

ex(1) = TF ' {In[s:(f)]}-

1. On considere la somme d’un signal aléatoire stationnaire x(z) et d’un écho défini par
(@) =x(t)+ax(t—T),

avec a > 0 et T > 0. Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance
du signal y(z).
2. Déterminer le cepstre du signal y(¢) défini ci-dessus. La procédure d’identification du re-
tard T proposée au paragraphe 1) est-elle applicable dans le contexte des signaux aléatoires
stationnaires ?
3. On suppose dans cette partie qu’on recoit deux signaux aléatoires stationnaires notés y; (¢) et
y2(t) définis comme suit

yi(t) =x(t) +ax(t—Th)

y2(t) = [x(t) +axx (t = T2)] + (1)

ol g(t) est la réponse impulsionnelle d’un filtre linéaire que 1’on cherche a identifier. Déterminer
les cepstres de ces deux signaux notés cy, (7) et ¢y, (7) et expliquer sous quelles conditions on
peut a ’aide de ¢y, (7) — ¢y, (7) identifier le filtre de réponse impulsionnelle g(). 4. On désire
maintenant étudier 1’influence d’un bruit additif n(7) de moyenne nulle sur I’estimation du retard
T. On considere donc le signal

z(t) =x(t) +ax(t —T)+n(t)

ou x(t) et n(t) sont des signaux aléatoires stationnaires indépendants. Déterminer la densité
spectrale de puissance de z(¢) notée s,(f) en fonction de celles de x(z) et n(f) notées s,(f) et
sn(f). Montrer alors que

In[s;(f)] = In [(1+a®) sx(f)] +A(f) +In[L + yB(f) cos (27 fT))]

oll Y= —2%_ A(f) est est un bruit défini par

A(f)=In |1+ —F——
=] t+
et B(f) est un autre bruit dont on précisera I’expression. u

Correction.

1. Puisque x(7) et y(r) sont des signaux aléatoires, la fonction d’autocorrélation du signal y(r) =
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x(t) 4+ ax(t — T) est définie par

Ry(7) =E[y(1)y(t — 7)]

[x(¢)x(t —7)|+aEx(t — T)x(t — 7)]

+aE[x(t)x(t =t —T)|+a*Ex(t = T)x(t —t—T)]
=R (T) 4+ aRy(T—T) +aR(T+T) +a’R.(7)

=(1+a*)Ru(t) +a[R(t—T)+R(T+T)]

=K
=K

La densité spectrale de puissance s’en déduit

SY(f) =5:(f) [1 +a? 4 qge 2T _|_aej27rfT]
= s5:(f) [1 +a2—|—2acos(27z:fT)]

Remarque : on retrouve ces résultats en utilisant les relations de Wiener-Lee.
2. Le cepstre du signal y(¢) s’obtient alors comme suit

¢y(t) =TF~ {In[s,()]}
=TF "{In[sy()]} +TF " {In[1 +a2+2acos(27rfT)}}
= cx(T) +en(T).

On retrouve donc la méme relation qu’avec les signaux a énergie finie donc la procédure
d’identification du retard T est applicable dans le contexte des signaux stationnaires.
3. D’apres ce qui précede, les cepstres des signaux y; (¢) et y,(¢) définis par

yi(t) =x(t) +arx(t —T1),
y2(t) = [x(t) +axx (t — T2)] * g(1),

sont définis par

¢y (7) = ex(T) +en (1)
€y, (7) = ex(T) ey (7) + (1)

d’ou
€y, (T) = €3, (T) = eny (7) — en, (T) +¢4(7)

Dans la mesure ot les fonctions ¢y, (T) — cp, () et c,(T) ne se superposent pas (ce qui est
une condition simple a réaliser car ¢y, (7) — c;, (7) ne contient que quelques raies), on peut
estimer ¢, (7) a partir de ¢y, (7) — ¢y, (7) et en déduire une estimation de la transmittance du
filtre G(£).

4. On désire maintenant étudier I’influence d’un bruit additif n(z) sur I’estimation du retard 7.
Comme les signaux x(¢) et n(t) sont indépendants, x*(¢) = x(t) +ax(t — T') le sont aussi. La
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densité spectrale de puissance de z(¢) s’écrit donc

s:(f) = sx(f) [1 +a2+2acos(2n’fT)] +5,(f)
= (1+a%) s:( )1+ yeos2afT)] +5a(f)

= (1+a?) s:(f) _1 +ycos(2nfT) + (I:ngxm]
= (1+a?) sc(f) :1 + (lﬁcéﬁ(f)} {1 +y [1 +(l+ﬁz£{i(ﬁ] lcos(27rfT)}
— (1450 |14 | () costearT)

et o 4]

On en conclut

In[s;(f)] = In [(1+a®) sx(f)] +A(f) +In[L +yB(f) cos(2mfT)],

ol Y= %5, A(f) est le bruit additif défini par

su(f)
(1+a*)s:(f) ]’

et B(f) est un bruit multiplicatif défini ci-dessus.

Mﬁ:mb+

p) Leffet de ces bruits sur I’estimation du retard T a fait I’objet de I’article ci-dessous
- Joseph C. Hassab and Ronald Boucher, "A Probabilistic Analysis of Time Delay
Extraction by the Cepstrum in Stationary Gaussian Noise," IEEE Trans. on Information
Theory, Vol. 22 , no 4, July 1976.

Exercise 4.25 — Variance d’Allan.

Soit x(¢) un processus aléatoire stationnaire de moyenne E[x(z)] = 0, de fonction d’autocorré-
lation R,(7) et de densité spectrale de puissance sy (f).
1. On considere 1’opération définie par

— Montrer que y(t) = Fr|[x(¢)], 0 Fr est un filtre linéaire invariant dans le temps. Déterminer
la réponse impulsionnelle A7 (¢) et la transmittance Hy (f) de ce filtre Fr.

— Déterminer la densité spectrale de puissance du signal y(f) notée s,(f) en fonction de s,(f).
En déduire une expression intégrale permettant d’obtenir la fonction d’autocorrélation du
signal y(¢) notée R, (7) en fonction de R, (7).

— Montrer que la puissance du signal y(¢) s’écrit

sin(x) .

Py:/sx(f) sinc?(wfT)df avec sinc(x)=

X
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2. On considere le signal constant par morceaux défini par

yI(k+ DT] —y[kT] .
D(t) = site kT, (k+1)T
() 7 KT, (k+1)T|
— Déterminer la puissance du signal D(t) notée Pp(T) en fonction de Ry (0) et R, (T) puis
sous une forme intégrale dépendant de s, (f).
— En utilisant la parité de la densité spectrale de puissance s.(f), en déduire

o gin?
Po(r) =4 [ e s rar

La puissance Pp(7T') est appelée variance d’Allan du signal x(z).
3. On rappelle les relations suivantes

.4 .4 . 4
> sin” (u) [~ sin”(u) > sin” (u) T
/0 2 du:Z’/o 7 duzlogZet/O " du:§

Représenter graphiquement log Pp(7) en fonction de log T’ dans les cas suivants
— Bruit blanc : s,(f) = Kj

— Bruit de Flicker : s,(f) = %
— Marche aléatoire de fréquence : sy(f) = %
A votre avis, quel est I’intérét de la variance d’Allan ? =

Correction.
1. Il existe plusieus méthodes permettant de montrer que

y(t) = Il,/tHTx(u)du

est une opération de filtrage linéaire. Nous adoptons ici me méthode temporelle :

V)= 5 | et

Avec lec notations habituelles, on a

Ly o) (1) =Ty (” - (l * g))

En utilisont la parité de ITy(.), on obtient
1 [+ T
y(t) = ?/700 Iy <t+2 —u> x(u)du

d’olt en posant iy (t) = +117 (t+ L),
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On a donc montré que y(¢) est la sortie d’un filtre linéaire d’entrée x(¢) et de réponse impul-
sionnelle

1 T
hr(t)==IIr [ t+—= ).
"0)=1 T< ; 2)
La transmittance de ce filtre est

Hr(f) = ™ TF (1)

= /™ T sinc (nfT)
2. D’apres les relations de Wiener-Lee, on a

sy(f) = s<(f) [Hr (f)[?
d’ou
sy(f) = s:(f)sinc®(xfT).
Par transformée de Fourier inverse, on obtient
1

Ry(T) = R(7) * TF ! [sinc®(nfT)] = Ry(7) * ?AT(T)

d’ou

R = [ +WRX(S)%AT (t—s5)ds.

—o0

La puissance du signal y(t) est P, = Ry(0) = [*5,(f)df. On a donc

Py_/ersx(f)sincz(nfT)df
Sy(f)

3. La puissance du rignal D(z) est

Po(T) = E [D0)] = 5 [[((k + )T) (k)P
= LBk 7))+ E [P/T)] ~2EHET )k + 1)7T)]
d’ou .
Po(T) = S [R(0) + Ry(0) ~ 2Ry(T)
ie.

Pp(T) = Ry(0) = Ry(T).
En utilisant le fait que Ry(7) = F!(sy(f)) = Jx s,(f)ei®/ay, On obtient
Po(T) = [ (1=”T) 5, (1)ds
Py(T) = /R (1 — e sin®(nfT)sc(f)d f.
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Mais 1 — /7T = /™I (¢=ImfT — ImIT) = —Dae/™ T sin(nfT), c’est a dire

1— 7T = —2jcos(nfT)sin(mfT) —2j (jsin2 nfT)
— —jsin(27fT) +2sin(xfT)

N

d’ou
Po(T) = [ = jsin(@fT)sine® (xfT)si(F)dfdf +2 [ sin*(xfT)sin®(x/T)si()df
R R
le premier terme intégrale est nulle car la fonction est impaire. En utilisant la parité de sy (f), il vient

oo qind T
Po(T) =4 | %sx(f)df-

. Pour un bruit blanc, on obtient

soit

log (Pp(T)) = log(Ko) —log(T)

On obtient donc une droite de pente —1 en échelle logarithmique.
Pour le bruit de Ficker, on obtient
Pp(T) = 4K, log(2),

soit
log (Pp(T')) = log (4K, log(2))

qui est une droite de pente 0.
Enfin, pour le modele de marche aléatoire, on obtient

4
log Pp(T) =log <3K27r2> +logT.
En representant la variance d’ Allan Pp(T') en échelle logarithmiqueet en identifiant la pente de la
droite log Pp(T) = alog(T)+b (aveca=0,a=1oua= —1), on peut identifier le type de bruit
affectant in signal donné. Cette methode est beaucoup utilisée pour identifier les bruits affectant les

capteurs utilisés pour la navigation GPS.
]



5. Filirage non linéaire

Exercise 5.1 — Filire quadrateur.
On considere le filtre non linéaire sans mémoire d’entrée X (¢) et de sortie Y (z) défini par :

Y(1)=X?(r)

On suppose que X (¢) est un processus aléatoire, réel, Gaussien, stationnaire de moyenne nulle et
de fonction d’autocorrélation Ry (7).

1. En utilisant le théoréme de Price, donner une équation différentielle liant la fonction
d’autocorrélation de Y (¢), notée Ry (7), et Rx(7). En déduire une expression de Ry (7) en
fonction de Rx () a une constante additive pres.

2. Onrappelle le résultat suivant, valable pour une variable aléatoire Z gaussienne de moyenne
nulle et de variance 6 :

E [2*"] = (2n)!l6™" avec (2n)!! = (2n—1) x 2n—3) x ... x 3 x 1

En déduire le constante additive intervenant dans la relation entre Ry (7) et Rx (7).

Correction.
1. On prend
X (1) =X(1)

Yi(t) =X?(t) =Y (1)
X (1) =X(t—1)
() =X*(t—1)=Y(t—1)
En utilisant le théoreme de Price on arrive alors a

aRy(T)
IR (7)

= 4Rx(’L')
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et donc
Ry(t) =2R%(7)+K

ou K est une constante.

Ry(0) =2R%(0)+ K =2(0%)° +K
=E[Y*(1)] = (4)!o* =30*

D’ou K = 0% et donc
Ry(t) =2R% (1) + 0"

Exercise 5.2 — Détecteur quadratique.

Pour déceler la présence d’une porteuse micro-onde, on utilise une diode semiconductrice
travaillant a tres faible niveau, qui se comporte comme un détecteur quadratique. On peut
modéliser ce systeme de détection par un filtre non linéaire sans mémoire, transformant un
processus X (7) en un processus Y (¢) tel que :

Y(t) = X (1)

1. Le processus réel X (¢) est formé par la somme d’un signal S(¢) stationnaire, centré et d’un
bruit B(¢) stationnaire, centré, gaussien, statistiquement indépendant du signal.
Calculer la fonction d’autocorrélation de la sortie du filtre non linéaire Ry (7) et montrer
qu’elle peut s’écrire :

Ry (T) = Rg (T) + Ry () +4Rs (7) R (T) + 2Rs (0) Ry (0)

2. Dans le cas ol le bruit est négligeable et le signal a une forme sinusoidale avec une phase
0 aléatoire uniformément répartie sur [0,27] :

S(t) =Acos (2w for +0)

déterminer la densité spectrale Sy (f) de la sortie du filtre. Quelle est la tension Vg détectée
par la diode, correspondant a la composante continue de la sortie du filtre ?

3. Dans le cas ou seul le bruit est présent et possede une densité spectrale de puissance de
type passe-bande idéal, de largeur Af, centrée autour de fy :

sp(f) = &HAf (f—fo)+ %HA]‘ (f+ fo)

2 2
déterminer la densité spectrale Sy (f) de la sortie du filtre. Quelle est la tension V5 détectée
par la diode ?
4. Dans cette derniere question, le signal a I’entrée de la diode est constitué de la somme du
signal sinusoidal de la question 2 et du bruit de la question 3. On note le rapport signal a
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bruit (en échelle linéaire) :

Ps
Y:F
B

Déterminer la densité spectrale Sy (f) de la sortie du filtre. Quelle est la tension Vs p
détectée par la diode ? Exprimer

r— VsiB
Vs

en fonction du rapport signal a bruit 7.

p ) Onutilisera le théoreme de Price pour déterminer Ky (7).

Correction.
1.
Ry(7) =E[Y(1)Y"(r —7)]
=E[(S(t)+B(t))*(S(t— 1)+ B(t — 1))?]
= Rg (1) + Rp2 (1) + 2Rs(0)Rp(0) +4Rs(7)Rp(T)
2.

Ry(7) =Ry gy = E [S*(1)S*(t — 7)]

=E [A2 cos? (2 fot + 6) A cos® (2mfo(t — T) + 6)]
2

- %E [(1+ cos (472 for + 8)) (1 +cos (47 fo(t — T) + )]
4 A4

A
= 4 ¢os (4mfot) + T

Par transformée de Fourier on obtient donc :

A* A*
Sy(f) = 7 8(f) + 1 (8(f =2f0) +6(f +2f0))
Et
A4
VS — Z

Ry(7) =Rp(r) = E [B*(1)B*(1 — 7)] =772
(r

On va utiliser le théoréme de Price avec Y (t) = B2(t) et Y (t — 7) = B*(t — 7).

GEIY()Y(1=7)] _ IRy(7) _ [8Y(t) Y (t — r)}
JE[B(1)B(t—1)]  9Rp(1) 9B() 9B(1 1)
— E[2B(1)2B(1 — 7)] = 4Rp(7)
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D’ou
JdRy(7) =4R,(7)IRp(T)
Et donc :
Ry(7) =2R%(1) + K
Calcul de K :

Ry(0) =E[Y*(t)] = E [B*(t)] = 30" =3R(0) = 2R}(0) + K

D’olt K = R%(0) et donc :
Ry (7) = 2R5(7) +R5(0)

Par transformée de Fourier, on obtient :

Sy (f) = 285(f) *Ss(f) + R5(0)5(f)

Vg = R3(0) = (/RSB(f)df>2 = (NoAf)?
4. A finir

Exercise 5.3 — Opérateur Signe.

Déterminer la fonction d’autocorrélation de la sortie Y (¢) d’un opérateur “signe” dans le
cas d’une entrée X (¢) stationnaire, centrée et gaussienne, de fonction d’autocorrélation Kx (7)
supposée connue :

Y(r) = sign(X (1)) = { _1 1SisiX ;ﬁt(z)ioo

Correction. this is the correction [ |

Exercise 5.4 — Filtre exponentiel.
On considere un filtre non linéaire de type exponentiel. Si X (7) est I’entrée du filtre, la sortie
Y (¢) s”écrit :

Y (1) = exp (X(1))

L’entrée du filtre est un bruit gaussien, réel, centré, de variance (2

1. Calculez la moyenne du signal en sortie du filtre.

2. Calculez la variance du signal en sortie du filtre.

3. Calculez la fonction d’autocorrélation du signal en sortie du filtre en fonction de celle du
signal a I’entrée.

p Sila variable aléatoire Z suit une loi normale .4/ (m, 62) et u est une constante alors on a :

E uz . 62 2
[e ]7exp mqu?u
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| .
Correction. R
Lmy=E[Y(1)]=E[XV] =%

2. Vary = E[(v(1) = my 2| = E[Y?(0)] =}y = E [X0)] 7 = 2" 0

3. En utilisant le théoréme de Price, on a

dRy (1) _E aY () dY(t—1)
JdRx(T) N [8X(t) X (t— ‘c)}
_E [eX(z)eX(tfr)}
=EY(1)Y(t—1)]
=Ry (7)
On en décluit 2Ry (2)
y(T
Ry (1) = JdRx(T)

soit
In[|Ry(7)|] = Rx(7)+ constante

et en conséquence
Ry(7) = Cexp[Rx(7)]
Pour déterminer la constante multiplicative C, il suffit comme d’habitude de faire T = 0 dans
la relation ci-dessus. On a alors
Ry(0) Ry(0)

€= SplRx (0)] ~ exp(0?)

Mais
Ry(0)=E [y 2(t)] =E [e”f(’)} .

En utilisant le rappel, puisque X (¢) est un processus aléatoire gaussien, on en décluit
Ry (0) =exp (262)
D’ou
C=exp (62) .

La fonction d’autocorrélation du signal X (7) est done

Ry(t) =exp[0? +Rx(7)].

Exercise 5.5 — Un terme linéaire et un terme quadratique.

On considere un signal aléatoire gaussien stationnaire X (¢) de moyenne nulle, de puissance
E [X?(t)] = 6 et de fonction d’autocorrélation Ry (7) = E [X (t)X (t — 7)]. Déterminer la fonction
d’autocorrélation du signal ¥ (1) = aX (¢) +bX?(t) (ot a et b sont deux constantes) en fonction



Q0 Chapitre 5. Filtrage non linéaire

I de Rx(7) et d’une constante additive notée C. Déterminer ensuite la constante C. ]
Correction. En utilisant le théoreme de Price, on a
IRy(1) _ E[ Y(t) oY (1 — f)}
IRx(7) X(t) dX(t =)

= E{[a+2bX(t)][a+2bX (1 —7)]}
= a®+4b*Rx (1)

On en déduit
Ry(t) = a*Rx (1) +2b°R% (1) +C

Pour déterminer la constante C, il suffit comme d’habitude de faire T = 0 dans la relation ci-dessus.
On a alors
C = Ry (0) — a*Rx (0) — 2b*R%(0).

Mais
Ry(0) = E[Y(1)]
= E[aX*(t)+2abX>(t) + b*X*(1)]
= d’o’+b*(30").
D’olt
C =b*c*.

La fonction d’autocorrélation du signal X () est donc

Ry (1) = a’Rx (1) +2b°R% (1) + b*c*.

Exercise 5.6 — Non-linéarité cubique.

On considere un signal aléatoire réel x(z) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce
signal est stationnaire de fonction d’autocorrélation R,(7) et de densité spectrale de puissance
s¢(f). On forme le signal y(¢) = x3(¢).

1. Justifier que le signal y(r) est un signal stationnaire. De quoi dépend sa fonction d’autocor-

rélation Ry(7)?
2. On rappelle que la fonction d’autocorrélation de la sortie du quadrateur (déterminée en
cours) est
R(7) =2R2(1) + R%(0).

Déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du signal y(¢) notée Ry(7) en
fonction de R,(7) et d’une constante additive C.

3. On rappelle que pour une variable aléatoire Z de loi gaussienne de moyenne nulle et de
variance 62, on a pour tout n € N*

E[Z"]=[2n—-1)(2n-3) x ... x5x 3 x 1] o™

En déduire la valeur de la constante C.
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Correction.

1. Nous avons vu en cours qu’un signal défini par une transformation non linéaire sans mémoire
d’un signal aléatoire stationnaire reste stationnaire. R, (7) dépend uniquement de R(7) et de
R,(0).

2. L’application du théoreme de Price conduit a

IR)(7) _ o [3y(t) Iyt =)

] =E [3x%(t) x 3% (t — T)] =9R (7).

IR,(7) dx(t) dx(t — 1)
En utilisant I’indication, on obtient
IR, (7) ) )
= 18R 9R(0).

En intégrant cette équation, on peut déterminer la fonction d’autocorrélation de y(t)
Ry(7) = 6R3(7) +9RZ(0)R.(7) +C.
3. Pour trouver C, on fait T =0, d’ou
C = Ry(0) — 6R3(0) — 9R}(0) = E[y°(0)] — 15R}(0).
En utilisant I’indication, on obtient
C = 15R3(0) — 15R3(0) = 0.
|

Exercise 5.7 — Une non-linéarité trés étrange. On considere un
signal aléatoire réel x(7) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est stationnaire de
fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s,(f). On forme le signal
y(t) = Bo*® = Bexplx(t)In(a)] avec & > 0 et B > 0.
1) A I’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du
signal y(r) notée Ry () en fonction de R,(7) et d’une constante multiplicative notée K.

2) On rappelle que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire Z de loi gaus-
sienne N (m, 62) est:

o2
E [ez"] = exp <mu+ 2u2> , VueR.

En déduire la constante K.

p) Cet exercice est inspiré de I’exercice 4.11 de la page 254 du livre de J. Yang et C. Liu
intitulé “Random Signal Analysis” publié chez I’éditeur Gruyter en 2018.

Correction.
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1. D’apres le théoreme de Price, on a

IRy(T) _ . [9y(t) dy(t— T)}
)

IR.(7) dx(t) dx(t—7
=E [In(a)y(r) x In(et)y(t — 7)]
=[In(a)]*Ry (7). 5.1)
On en déduit
dRy(7)

T [In()20R, (7).

En intégrant cette équation, on obtient
In|Ry(7)| = [In(@)]Ry(7) +C,
soit
Ry(7) =Kexp{ [ln(a)]sz(T)} .
2. Pour trouver K, on fait T = 0 dans 1’expression de Ry(7) et on obtient
R,(0)
exp{[In(a)]*R.(0)}

Ry(0) = Kexp{[In()]*R(0)} &K =
Mais
Ry(0) =E[*(1)]
=E [Bzexp(Zln(a)x(t))]
=BE[e"™")] (52)

avec u = 2In(ar). Comme x(¢) est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance
E[x*(t)] = R(0), on a

Ry(0) = ﬁzexp{; x [21n(a))? x Rx(O)} = BZexp [2In*(a)R,(0)] ,

d’ou

= ﬁzexp { [ln(a)]sz(O)} .

On en déduit
Ry(0) = Bexp {[In(a)[Ry(0) + Ri(7)]}.

Exercise 5.8 — Klystron.
Un amplificateur Klystron peut étre caractérisé par la relation (non-linéaire) entrée-sortie
suivante
Y (1) =X(1) —kX3(1)

1) On suppose dans un premier temps que le signal d’entrée X (7) est déterministe et défini par
X(t) = Acos (27 fot)

ol A et f; sont deux constantes. En utilisant la relation classique cos? (x) = § cos (3x) + % COS X,
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montrer qu’il existe une valeur de k que 1’on exprimera en fonction de A telle que le spectre du
signal de sortie Y () ne contienne pas de raie a la fréquence fj. Pour cette valeur de k, quelle est
la puissance et la densité spectrale de puissance du signal de sortie de I’amplificateur Klystron ?
2) On suppose désormais que I’entrée de 1’amplificateur Klystron est un signal stationnaire Gaus-
sien de moyenne nulle et de variance £ [X 2(t)] = o2, Déterminer la fonction d’autocorrélation de
Y (¢) en fonction de celle de X (¢) notée Ry (7), de k, 2 et d’une constante additive C. On rappelle
que les moments d’un signal Gaussien de moyenne nulle X (¢) vérifient la relation suivante

my, = E [X*"(t)] = [(2n—1) (2n—3) x ... x5 x 3 x 1] 6"

En déduire la valeur de C. n

p) On pourra utiliser I’expression de fonction d’autocorrélation de la sortie du quadrateur (déter-
minée en cours et TD)

E [X*(1)X?(t — 7)] = 2R} (1) + Ry (0)

Correction.
1. Dans le cas ot X (1) = Acos (27 fyt ), la sortie de I’amplificateur Klystron est définie par
Y(t) = X(t)—kX(1)
= Acos (27 for) — kA3 cos® (27 for)

1 3
= Acos (27 for) — kA® L cos (67 for) + 708 (27 fot)

3kA? kA
= A <1 - 4> cos (2w fot) — 4 cos (67 for)
Pour que le spectre du signal de sortie Y (7) ne contienne pas la fréquence du signal d’entrée
fo, il faut annuler le premier terme, c’est-a-dire choisir & tel que
3kA? 4
—— =0<=k==——
4 3A?

On a alors A

Y(t)=— 3 c08 (67 for)

qui est un signal de puissance Py = fl‘—; tel que
2
Ry(t) = 1—8005(671]‘0’5)
A2
srlf) = 5 18(F=3f0)+8(f+37)

2. En appliquant le théoreme de Price, on obtient

ggg = E[(1-3kx2() (1-3kx2(t — 7))]

= 1—6ko”+9KE [X*(1)X*(t — T)]
On a vu en cours que la fonction d’autocorrélation du quadrateur était donnée par
E[X*(1)X*(t—1)] = 2R%(t)+R%(0)

= 2R%(1)+o*
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d’ou
dRy (1)
JdRx(T)

1 —6kc?* +9k*c* + 18k°R% ()

= (1-3ko?)’ + 18K°R% (1)
En intégrant cette équation, on obtient

Ry (%) = (1 —3ko?) Ry (1) + 6K°R, (v) +C

ou C est une constante additive. Pour déterminer la constante additive C, on fait T = 0 dans
I’expression précédente et on obtient

C = Ry (0) — (1 —3ko?)” Ry (0) — 6k*R} (0)
Mais
Ry(0) = E[Y*(1)]
E [X?(1)] — 2kE [X*(t)] + K°E [X°(1)]
= 02— 2kmy+Kk’mg

En utilisant

my, = E [X*"(t)] = [(2n—1) (2n—3)..5x 3 x 1] c™"
on obtient

Ry(0) = 6% — 6kc™* 4 15k*

d’ou
C =0’ —6ko* + 15k*6° — (1 — 6ko? + 9k*0*) 6% — 6k*6® = 0

Exercise 5.9 — Ecrétage doux.
On considere une non-linéarité modélisant une distorsion de type a “écrétage”

o(x) = lerf( fcd> e erf(x) = / @ g,

On I’applique a un processus gaussien réel X () stationnaire de moyenne nulle

On rappelle que pour un tel processus, la loi du couple (U,V) = (X (¢),X (¢t — 7)) est gaussienne
de densité de probabilité

Folin) = 5 rexp [ ()= )

ol (u,v) € R? et ot X est la matrice de covariance du couple (U,V) définie par

_( var(U) cov(U,V)
Z( cov(U,V) var(V) )
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1) Exprimer les éléments de X en fonction de Ry (7) et Rx(0). En déduire que la fonction d’auto-
corrélation du signal Y (z) ne dépend que de Ry (7T) et Ry (0).

2) On admet que pour un signal Gaussien stationnaire de moyenne nulle et de fonction d’autocor-
rélation Ry (7), on a

X20)+Xx*t—-1)]\ _
E{eXp [_ 202 } } B \/(03+RX(0))2—R§(1)

2
Oy

et on rappelle la primitive suivante

vVa u ’ ’
1

Montrer que g’(x) = m exp ( 262) En déduire Ry (7) en fonction de Rx (7) a une constante

additive pres notée C qu’on supposera nulle.
3) Montrer que la fonction autocorrélation normalisée du signal Y (7) notée py (7) vérifie

Ry(1) arcsin (pl’;(;))

o — —
PY( ) Ry (0) arcsin ( Hl_a)
2
avec o0 = %EIO) et px () = ggg;.

p) Cerésultat est issu I’article de R. F. Baum intitulé “The Correlation Function of Smoothly
Limited Gaussian Noise” publié dans la revue IRE Transactions on Information Theory en
septembre 1957 (vol. 3, no. 3).

Correction.
1. Cette question est tres classique et a été€ vue en cours :

Z:( Ry(0) Rx(x) )

Rx(7) Rx(0)
De plus
Ry(7) =E[Y(0)Y" (1 —1)]
=E{g[X(1)|g[X(t —1)]}
—//g(u v) fx(u,v)dudv.

La fonction d’autocorrélation du signal Y () ne dépend donc que des éléments de X, ¢’est-a-dire
de Rx (1) et de Rx(0).
2. La dérivée de g se calcule facilement comme suit (dérivée d’une fonction composée)

@) LNV B < x? > 1 < x? )
X) = — —€X — = €X - .
& 2K 20, V=m P 265 Kouv27 P 263
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D’apres le théoreme de Price

ORy(r) _ [am) 8Y(t—r)}
IRx(7) | 9X(r) 9X(r—1)

1 X2(t X2(t—
= sE § exp —7(2 exp —(721)
2nK?*c; 20; 20;

g {ew [-Xz(f) *2{:;“ =1

En utilisant le rappel, on obtient
8Ry(f) . 1 1
JORx(t) 2mK? 2 '
x(®) 2 (0 + Re(0) Ry (9

Par intégration, on obtient

Ry(T) =

Arcsin <RX<T)O)> c.

2nK? 03+ Rx(

On admettait dans I’examen que C = 0. Pour le démontrer, on peut faire un passage a la limite
quand 7 tend vers +oo. On a alors

limRy(t) =0 et LmE[Y()Y(t—1)]=E>[Y()].

T—$oo T—o0

On a donc
C = lim [Ry(7) — R} (7)] = E*[Y (1)].

T—roo

Comme la fonction g est impaire, on a

1 u?

E{g|X (¢ :/ u e 22du=0.
{eX()]} = [ g(u) Norrs
douC=0.
.Ona | Ry (0)
R,(0) = Arcsin | )
/(0) = S Aresin <o§+RX(0)>
Donc .
1 . Rx (7 : p.
ou(2) Ry(1) 3zi2 Arcsin (cijx(0)> arcsm( 1’252)
Y pr— P— pr— - 1
Ry(0) 27:11(2 Arcsin (05?152)(0» arcsin (m)

avec @ = %‘(’0) et px(7) = zx(o)'




6. Processus aléatoires

Exercise 6.1 — Processus de Poisson. On considére une suite d’instants aléatoires {#;},.,
constituant un processus de Poisson (homogene) de paramétre A. On appelle N(z, T) le nombre
d’instants appartenant a I’intervalle [r,7 + T[ 1. Que représente le parametre A ?

2. Déterminer la probabilité d’avoir N(7,7) = 0.

3. Déterminer la probabilité d’avoir N(z, T) pair ]

Correction.
1. A est le nombre moyen d’instants dans un intervalle de largeur T = 1 puisque

E[N(t,7)] = Alt| = A =E[N(t,7 = 1)]
2. Puisque N(¢,7) suit une loi de Poisson de paramétre A|7|, on a

0
PIv(e,7) = 0] = P exp(Afe]) = exp(-AJe)

3. Puisque N(z,7) suit une loi de Poisson de paramétre A|t|, on a

PIN(t,7) pair | = P[N(t,7) =0ou N(¢,7) =2 ou N(¢t,7) =4 ou ... |
= iP[N(t,T) = 2k]|
_ v A
_k;) (2k)!
= exp[—A|t[Jch(-A]7[)

exp[—A[t|] +exp[A|7]]
2

exp[—A|7]]

= exp[—A[1]]

= %[1 +exp(—24|1|)]
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Exercise 6.2 — Shot Noise. On considére un processus de Poisson homogene de paramétre A
noté {t;},., et le signal aléatoire X (¢) défini par

1si—I<e<T
— — ¢ — — 2 =t=7
X(t) _Zi:h(t t;) avec h(t) =Tz (¢) { D
On rappelle que la loi de Poisson de paramétre A est définie par
Ak
PlY =k| = e ke Navec E[Y]=A.

1. Rappeler le role du parametre A dans un processus de Poisson.
2. Représenter graphiquement une réalisation du signal aléatoire X (7).

3. On suppose que le signal
Z(t)=),8(t—n)
i

(ou &(.) est la distribution de Dirac) est un signal aléatoire stationnaire de moyenne E[Z(¢)] = A
et de fonction d’autocorrélation E[Z(¢)Z(t — 7)] = A2+ 16(7).

— Déterminer la densité spectrale de puissance du signal X (¢) puis sa fonction d’autocorréla-

tion.

— Déterminer la moyenne et la variance du signal X (¢).
4. Chaque impulsion 4 (f — t;) est maintenant affectée par une amplitude ¢; supposée aléatoire de
moyenne E [c}] = U et de variance var[c;] = E [¢}] — E? [¢;] = 67, ce qui conduit a définir le
signal

XC(Z‘) = Zcih (I —l‘i) .

On suppose que les amplitudes c; et ¢; (avec i # j ) sont des variables aléatoires indépendantes.
On suppose également que les amplitudes {c;};., sont indépendantes des instants de Poisson

{ti}ieZ :
— Déterminer la moyenne du signal X, (7).
— Montrer que la variance du signal X,(¢) est donnée par I’expression suivante

var [X.(t)] = (u2 +2) AT.

Correction.

1. Une des propriétés d’un processus de Poisson est le fait que le nombre d’instants #; situés
dans un intervalle de largeur 7, par exemple [¢,7 + [ noté N(z, T) suit une loi de Poisson de
paramétre A|7|. Donc, pour un intervalle de largeur unité, ¢’est-a-dire tel que |[t| =1, on a

E[N(t,7)] = A.

Le parametre A représente donc le moyen d’instants dans un intervalle de largeur unité.
2. Une réalisation du signal aléatoire X (¢) est représentée ci-dessous
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X(1)

Lo

-

1 tO

4

-

-

3. Le signal X(¢) est clairement obtenu par filtrage linéaire de Z(z) par un filtre de réponse

4.

impulsionnelle A(z). En effet,

Z(t) *h(t) = 26 (t—1;)xh(t) = X(¢)

— La densité spectrale de puissance du signal X (¢) peut done s’obtenir a I’aide de la relation

sx(f) = sz(f)|H(f)

de Wiener-Lee

On en déduit la fonction d’autocorrélation du signal X ()

=TF [A*+18(7)] T*sinc*(aT f)
= [A*8(f)+A] T?sinc?(nT f)
= (A*T?) 8(f) + AT?sinc? (T f)

Rx(t) =TF ' [sx (/)]

= A*T? + AT Ar(7)

— La moyenne du signal X (¢) se détermine comme suit

La variance de X (r) s’écrit

— La moyenne du signal X, (¢

E[X(1)] = E[Z(1) x h(1)]

:A/ﬁwmu:zr

var[X (1)] = E [X*(1)] — E*[X(1)]

= Rx(0) — A*T?
= AT.

) 8’ écrit

EX.(t)] =Y Elcih(t—1;)]

i

v
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En utilisant I’indépendance entre les amplitudes {c;};., et les instants de Poisson {;}

on en déduit
EX()] =Y Elc]E[h(t —1)]
= ZI'LCE [h (t *ti)}
Zh (t —t,-)]

= uE[X(1)]
=ATU,.

i€z

= ‘LLCE

— Le calcul de la variance du signal X,(¢) est similaire a celui effectué pour la moyenne

B0 =E

Y cih(t—1)) cjh(t —fj)]

= ZE {C,’th (t —ti)h(t_tj)]
L,J

en utilisant a nouveau I’indépendance entre les amplitudes {c;},., et les instants de
Poisson {;},.,, on obtient

E[X2(0)] = Y Elcic; E[h(t =) h(t —1;)]

= ZHCZE h(t—t)h(t—t)]+ Y (Ui +02) E [n* (t —1;)]
7] =

= u’E Zh(t—ti)Zh(t—lj) +o*§_Z_E[h2(t—t,-)]

= u2E [X*(1)] + GCZZE (W (t —1;)]

En utilisant le fait que
W (t—t;)=h(t—1)

on a
EX2(t)) =2 (AT +2°T*) + 02 Y E[h(t —1;)]
= (AT +A°T?) + 62E[X(t)]
=u; (AT +A’T?) + AT o}
d’ou

var[X.(r)] = E [X2 ()] — E* [Xc(1)]
=AT (u2+0?)
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Exercise 6.3 {tj} est un processus de Poisson stationnaire de parametre A. On suppose que
tj <tjy1 ett_; <0 <t.Onrappelle que pour un tel processus

k
P[N(t,7) =k] = u]j)e—llf
ou N(t,7) est le nombre d’instants ¢; situés dans I’intervalle [z,7 + 7[.

1. {u j} est obtenu a partir du processus {t J-} en supprimant et en conservant chaque instant #;
avec les probabilités p et 1 — p, les opérations successives de suppression ou de conservation
étant indépendantes. {u j} est-il un processus de Poisson ?

2. {vj} est obtenu a partir du processus {z;} en supprimant les instants 7; ol j est impair.
{v j} est-il un processus de Poisson ?

Correction. this is the correction [ |

Exercise 6.4 — Changement d’horloge. Soit A () est un signal des télégraphistes sur {—1,+1}
et Z(t) un processus aléatoire stationnaire de moyenne nulle et de fonction d’autocorrélation
Kz (7). On suppose de plus que A(r) et Z(z) sont deux processus indépendants.

1. Calculer les deux fonctions caractéristiques suivantes :

v(f)=E [emfA(f)} 0(1,f)=E [ezmﬂ—A(z)m(t_f))]

2. SoitV (t) =Z(t —A(r)). Calculer la moyenne et la fonction d’autocorrélation du processus
V () en fonction du spectre de Z (¢) et de ¢ (7, f).

3. Déterminer la densité spectrale de puissance de V (¢) lorsque Sz () = U (f — fo) ou U(f)
est I’échelon de Heaveside. A quelles conditions le spectre du processus V(¢) est-il un
spectre a densité ? un spectre de raies ?

Correction. this is the correction [ ]






7. Prédiction

Exercise 7.1 Soit Z(r) un processus aléatoire stationnaire, de moyenne nulle, de fonction
d’autocorrélation K (7) et de densité spectrale sz (f) telle que

| Pz(pdr<e

1. Soit Z'(¢) la dérivée en moyenne quadratique de Z(¢). Calculer E [Z(¢t)Z™*(t — T)] et
E[Z'(t)Z"*(r — 7)]. Dans la suite, on suppose Z(r) réel.

2. Déterminer a et b de fagon que U (t) = aZ(t) + bZ'(t) approche au mieux Z(z + 7). Calculer
I’erreur d’approximation et vérifier qu’elle est nulle pour 7 = 0.

3. Soit

1 t+T
Vr(t) = 5= /t_T A

Déterminer le filtre linéaire Fr tel que Vr = Fr (Z). Déterminer E [V7(t)], le spectre de
puissance et la fonction d’autocorrélation de V7 (¢). Quelle erreur commet-on lorsqu’on
confond Z(t) et Vr(¢)?

Correction. this is the correction [ |

Exercise 7.2 Soit X (t) un processus aléatoire stationnaire, de moyenne nulle, de fonction
d’autocorrélation K (1) = e~ 22l (on rappelle que la densité spectrale de puissance d’un tel

processus est s (f) = ﬁ;ﬂﬂ)'
1. Calculer a de fagon a minimiser £ [(X (to) —aX (O))z] pour 7o > 0.

2. Calculer E [X (u) (X (t0) — aX (0))],Vu € R. _
3. X(¢) étant donné pour ¢ € R™, déterminer la meilleure prédiction linéaire X (u) de X (u)
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I pour u > 0 et calculer I’erreur de prédiction.

Correction. this is the correction [ |

Exercise 7.3 Soit X () un signal des télégraphistes d’intensité A > 0 (A # %). On rappelle que
pour un tel signal :

Kx (t) = e 2A1l vVteR
sx(f) = piem VfER

On considere le filtre linéaire F de réponse impulsionnelle 4(z) définie comme suit

h(t)=0 t<0
=e! t>0

et le signal filtré Y (t) = F [X] (7).
1. Calculer la réponse fréquentielle (ou fonction de transfert) du filtre.
2. Déterminer la densité spectrale de puissance de Y ().
3. Montrer que

1 22 -
Ky(7) = s [ 207 wreR
4. Montrer que pour ¢ > 0, I’estimateur linéaire X (¢) de X (¢) sur son passé A = |—eo, 0] est
donné par :

~ N2
5. Calculer I’erreur associée 67 = E [(X (t)—X (t)) ] et commenter le résultat obtenu.

6. Soit r > 0. Montrer que 1’on peut trouver des fonctions a(z) et b(¢) telles qu’en posant
Y(t) = a(t)Y'(0) +b(1)Y (0)
on ait :
E [(?(t) —Y(t)) Y(u)] —0  Yu<o0
7. En déduire, en justifiant soigneusement la réponse, I’estimateur linéaire de Y (¢) pour ¢ > 0

sur son passé A = |—eo,0].

Correction. this is the correction [ |
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Deuxieme partie

Signaux et systemes a temps discret






1.1

1. Numérisation du signal

Rappels

Pour passer d’un signal analogique, défini a tout instant par des valeurs réelles, a un signal
numeérique, défini a des instants discrets par un nombre fini de valeurs, deux opérations sont
nécessaires : une opération d’échantillonnage (discrétisation dans le domaine temporel) et une
opération de quantification (discrétisation dans le domaine des amplitudes).

— Echantillonnage (périodique)
Afin de conserver la méme information dans le signal échantillonné et dans le signal a temps
continu, la fréquence d’échantillonnage F, doit &tre choisie de maniére a respecter la condition
de Shannon suivante :
Fo > 2Fya,

si Fuqy représente la fréquence maximale de la transformée de Fourier du signal a échantillon-
ner.

Si la condition de Shannon est respectée, il est alors possible de reconstituer le signal analo-
gique, a partir de la suite des échantillons prélevés, en utilisant un filtre passe-bas de fréquence
de coupure f. € [Fyax Fo — Fiax). En notant y(¢) le signal reconstitué et Y (f) sa transformée
de Fourier, nous avons :

Y(f) =Hpp(f)X.(f)

si X, (f) représente la transformée de Fourier du signal échantillonné x,(¢). Et donc :

y(t) = hPB(t) *xe(t) = hpB(t) * Zx(k?})5(t —kTe) = Zx(kn)hpg(l‘ —kTe)
keZ keZ

La reconstitution par filtrage est ainsi équivalente a une interpolation dans le domaine temporel.
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— Quantification (uniforme)

Chaque valeur du signal sera approchée par un multiple entier d’une quantité élémentaire
appelée pas de quantification. Le nombre de valeurs possibles, pour I’amplitude du signal
apres quantification, va étre donné par le nombre de bits de quantification utilisés : avec nb
bits on pourra coder 2" niveaux sur la dynamique D du signal.
Dans le cas d’une quantification uniforme :
D

9= 20b
L’ opération de quantification est une opération irréversible mais, si elle est effectuée dans de
bonnes conditions (pas d’écrétage du signal, pas de quantification suffisamment fin), elle est
équivalente a I’ajout d’un bruit sur le signal non quantifié de départ, avec un rapport signal a
bruit de quantification qui s’écrit

SNRy(dB) = 6 nb + constante

ou la constante dépend du signal considéré.

— Cosinus mal échantillonné.

On échantillonne le signal x(7) = cos (27 fot ) avec fy = SkHz a la fréquence d’échantillonnage
F, =8kHz.

1. Déterminer la densité spectrale du signal échantillonné x, () et 1a représenter graphiquement
pour |f| < 12kHz.

2. Quel signal obtient-on si on filtre le signal x,(z) précédent a I’aide d’un filtre passe-bas
idéal de fréquence de coupure F, = 4kHz? Méme question si on filtre le signal x.(7) a
’aide d’un filtre passe-bande idéal de bande passante [—6kHz, —4kHz| U [4kHz,6kH?].

Correction.

1.

La transformée de Fourier du signal X (¢) est

8(/~ fo) +58(/+ fo)

| =

X(f) =

Le signal échantillonné s’écrit

=3

()= ¥ at—kL) =x(1)+ Y, 8(t—kT,)

k=—oo k=—oo

oo

Fe Z a(f_kFe)

k=—o0

:Fe i X(f_kFe)

k=—o0

Xe(f) =X(f)

La périodisation d’ordre 0 est

XO(f) = FeX(f)

F, F,
= 55(f—f0)+35(f+fo)

= T5(r — skia) + 57 + Ski)
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La périodisation d’ordre 1 est
X(f) = FEX(f-F)

= D5(f— fo-F)+ 28(F+ fo—F)

= L5~ 13KHZ) + T2 6 (f ki)

La périodisation d’ordre —1 est
X1(f) = FEX(f+F)

— %5(f—fo+Fe)+%5(f+f0+Fe)

= %5(f—|—3kHz)+%5(f+l3kHz) (1.1)

(1.2)

2. Sion filtre le signal x,(¢) a1’aide d’un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure F, = 4kHz,

on obtient donc un cosinus de fréquence f, = 3kHz. Si on filtre le signal x,(¢) a I’aide d’un

filtre passe-bande idéal de bande passante [—6kHz, —4kHz| U [4kHz,6kHz], on obtient un
cosinus de fréquence f, = SkHz.

|

Exercise 1.2 Effet de I’échantillonnage

Soit le signal suivant : x(f) = cos(2x fot), fo = 10 kHz.

1. Tracer la transformée de Fourier de x(¢) : X (f).

2. Est-il possible d’échantillonner x(¢) sans perte d’information ? Si oui a quelle condition ?

3. Tracer, entre 0 et F,, la transformée de Fourier de x(¢) échantillonné a 7, = 1/F, quand :
(a) F, =30kHz.
(b) F, =8 kHz.

4. A partir des échantillons nous souhaitons reconstruire x(¢) par filtrage passe-bas a F, /2.

Quels seront les signaux obtenus pour chaque fréquence d’échantillonnage précédente ?

Correction.
1. La transformée de Fourier de x(¢), X (f), est tracée sur la figure 1.1.

IX(£)

Tuuwww\\\||||||\\\\T f(kHz)

FIGURE 1.1 — Transformée de Fourier de x(¢) = cos(27 fot), fo = 10 kHz.

2. Tlest possible d’échantillonner x(¢) sans perte d’information en utilisant une fréquence d’échan-
tillonnage F, > 2 fy = 20 kHz (respect de la condition de Shannon).

3. La transformée de Fourier de x(r), échantillonné a T, = 1/F,, est tracée entre 0 et F, sur la
figure 1.2 quand F, = 30 kHz et sur la figure 1.3 quand F, = 8 kHz.
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T | | | | | | | | | | f|'[‘-11_:'

'TI i IT' '_ f(kHz)

FIGURE 1.3 — Transformée de Fourier de x(¢) = cos(2x fot), fo = 10 kHz, F, = 8 kHz.

4. Par filtrage passe-bas a F, /2, nous obtenons x(#) = cos(27x fot ), avec fy = 10 kHz pour F, = 30
kHz, et x(¢) = cos(2n f1t), avec f; = 2 kHz pour F, = 8 kHz.
[ |

Exercise 1.3 Signal a spectre non borné - Recherche de F,
Soit le signal x(¢) défini par :
{ e sit>0,a>0
x(t) =

0 sit<O. (1.3

—_

Déterminer la transformée de Fourier X (f) du signal x(¢). Tracer |X (f)|.

Le signal x(r) est-il échantillonnable sans perte d’information ? Expliquez votre réponse.
En considérant la transformée de Fourier comme négligeable pour une atténuation minimale
de 40 dB par rapport a sa valeur maximum, dimensionner la fréquence d’échantillonnage,
F,, a utiliser.

4. Une fois F, déterminée, quel traitement doit-on appliquer au signal avant de 1’échantillon-
ner ?

2

Correction.
1.

+oo , 1
_ —(a+j2mf)t go
X(f) /0 e dt T

1



1.2 Exercices 113

2. Non le signal n’est pas échantillonnable sans perte d’information car le spectre est non borné.
On ne peut donc pas appliquer la condition de Shannon.
3. On a le maximum du spectre pour f = 0. On souhaite donc trouver F,,,, telle que :

X(0)
1010g,0 |X (Fuax)|* < 1010g,4 X (0)|* — 1010g,, (10*) = 10log,, ‘1(04”
D’ou
1 1
2 2172 < 10442
vas+4nF; . a
et donc . s
= (10*—1)a
max = 472
Soit, en négligeant 1 devant 10* :
100a
Fmax Z H
et donc
100a
F. >
T

4. Un filtre anti repliement doit étre appliqué au signal avant de I’échantillonner afin de tronquer
le spectre du signal a F,,,, et éviter ainsi les repliements.
|

Exercise 1.4 — Echantillonneur moyenneur.

L’ échantillonneur moyenneur est une méthode pratique d’échantillonnage qui consiste a
calculer, toutes les 7, secondes (période d’échantillonnage), la valeur moyenne du signal pendant
un intervalle de temps 8 (6 << T,) et a affecter cette valeur moyenne a 1’échantillon discrétisé :

1 (kT
y(kT,) = —/ x(u)du
0 Jkr,—6

Xeen(t) = Zy (kT,) 0 (t — kT,)
k
1. Démontrer que le signal échantillonné x,;(7) peut se mettre sous la forme :

Xeen(t) = % [Hg () *x <t - g)}T (1)

ou Iy (7) ety (1) représentent respectivement la fenétre rectangulaire de largeur 6 et le
peigne de Dirac de période T

2. En déduire la transformée de Fourier correspondante Xy, (f).

3. En considérant un signal a support spectral borné 2Af et en prenant en compte que la

fonction sinc (7O f) peut &tre supposé constante sur I’intervalle [— 3%, %]

sinc(nOf) = Sm:g?f)

1 1
~ 1 pour f € [—39,30]
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quelle(s) condition(s) doit vérifier 6 pour que le signal x(¢) puisse étre restitué par filtrage
de x.cp (l‘ ) ?
Dans ces conditions peut-on échantillonner a la fréquence de Shannon ?

Correction.
1.

Xeon(t) = Yy (KTL) 8 (1 — KTo) = y() ¥ 8 (1 — KT.) = y(o) Ly, (1)
k k

Reste a montrer que

avec
Y(f) = sinc(nf0)X (f)e /™/®

3. (a) HNfautque Af < 35 <60 < ﬁ
(b) Apres filtrage antialiasing on pourra prendre F, tel que

Exercise 1.5 — Echantillonnage & porte analogique.
On considere un signal déterministe x(¢) de transformée de Fourier a bande limitée [— Fiyax, Finax) -
1. Rappeler I’expression du signal x,(¢) obtenu par échantillonnage idéal de x(z) a la fré-
quence F,. Déterminer la transformée de Fourier de x,(¢) notée X, (f). Représenter cette
transformée de Fourier X, (f) lorsque F, > 2Fp,x et

sin (wFpaxt) 2
T Fnaxt .

(1) = Fo [

2. On considere désormais 1’opération de blocage par produit représentée ci-dessous (le signal
d’origine est en bleu et le signal bloqué par produit est en noir)
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.{/ ™

/ \ / x(1)

/
/

\. \V,

Exprimer le signal x;(7) comme le produit de x(¢) avec une somme de fonctions portes que
I’on précisera. Exprimer cette somme de fonctions portes comme le produit de convolution
entre un peigne de Diracs et une fonction que 1’on précisera. En déduire une expression de la
transformée de Fourier de x;(7) notée X, (f). Expliquer comment retrouver la condition de
Shannon a partir de X, (f). On suppose que la condition F, > 2F,x est vérifiee. Qu’obtient-
on lorsqu’on filtre le signal x,(¢) par un filtre passe bas idéal de transmittance H(f) =

I (f)?

Correction.
1. Le signal x,(¢) obtenu par échantillonnage idéal de x(r) a la fréquence F, est défini par

()= Y x(kL)S(—KT) =x(1) ¥ 6(t—KT,).

k=—o0 k=—oc0

La transformée de Fourier de x,(¢) s’écrit alors

X()=X(f)+E Y 8(f—kE)=F Y X(f—kE)

k=—c0 k=—o0

sin(7Fyaxt) 2

Lorsque x(r) = Fnax [ 5522, on a

d’ou
2. Le signal bloqué s’écrit

xp(t) = x(1) i Iy <t—ch— g) =x(t)

k=—oc0

I (t—g). i S(t—kTC)]

k=—c0

La transformée de Fourier de x;(¢) s’écrit alors

X, (f) = X(f) * [e—f’“’f Osinc(n0f)F, i S (f —kF.)

k=—o0
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c’est-a-dire

X, (f) = F.0X(f)- i e IOk gin¢ (mOKF,) & (f — kF,)

k=—c0

et finalement on obtient

X, (f)=F0 Y e ™ sinc(nOkF,)X (f —kF.).
k=—o0
Lorsqu’on filtre le signal x,(¢) par un filtre passe bas idéal de transmittance H(f) = I, (f),
on obtient le spectre d’ordre O correspondant a k = 0, c’est-a-dire

F0X(f).

On retrouve bien le spectre du signal d’intérét.

Exercise 1.6 — Echcntillonnqge d’un signal périodique.
On considere un signal déterministe périodique

x(t) = Acos (27 fot)

ou A est une amplitude réelle positive et fy = SkHz. On échantillonne ce signal a la fréquence

fo = 1/T, pour obtenir
~+oo

x(t) =Y x(kT.)8 (t —kT,)
k——oo
1. Déterminer les transformées de Fourier des signaux x(z) et x.(¢) notées X (f) et X,(f) et
montrer que X, (f) s obtient par périodisation de X (f).
2. Représenter graphiquement X, (f) lorsque f, = 100kHz et lorsque f, = 8kHz.
3. On filtre le signal 7,(¢) ) I’aide d’un filtre passe bas idéal de fréquence de coupure f, = f./2
pour obtenir le signal x,(t) = x.(t) + h(t) avec

1 1 L fe
H(7)=THRA]= jnfc (f)= { (J;gsisrllon.2 =SS5

En s’aidant des résultats de la question précédente, déterminer I’expression du signal x,(¢) dans
les deux cas f, = 100kHz et f, = 8kHz. 4. Qu’appelle-t-on formule d’interpolation de Shannon ?

Correction.
1. La TF de x(¢) est bien connue (voir tables)

X(1) =518/~ f) +8(7+fo)).

Celle de X, (f) a été déterminée en cours

oo +oo
=X(f)* [fe Y 5(f—kfe)] =fe X X(f—kf)

k=—oc0

X.(f) = TF [xa) Y 5T

k=—c0

k=—oc0
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qui s’obtient bien par périodisation de X (f).
2. 11 suffit de représenter des raies aux fréquences fy +kf, et —fo = kf. avec k € Z.
3. Dans le premier cas (f, = 100kHz), on respecte la condition de Shannon. Le signal restitué
est donc
x¢(t) = cos (27 fot)

qui est le signal d’origine. Dans le second cas (f, = 8kHz), on ne respecte plus la condition
de Shannon. En faisant un dessin, on observe qu’on obtient apres filtrage deux raies aux
fréquences f, = 3kHz et — f, = —3kHz, c’est-a-dire

x(t) = cos (2mfyt).
4. C’est la formule qui permet de restituer un signal x(¢) a partir de ses valeurs échantillonnées
x (kT,) par interpolation (voir cours)
o0
x (1) =fo Y, x(kT.)sinc[nf, (t —kT,)]
k=—c

sin(x)

avecsinc(x) =

Exercise 1.7 — Echantilonnage d’un signal complexe.

1. On considere un signal déterministe a énergie finie a valeurs réelles noté s(7). Montrer que les
parties réelles et imaginaires de la transformée de Fourier de s(¢) notées S,(f) et S;(f) sont des
fonctions respectivement paires et impaires.

2. On suppose que la transformée de Fourier du signal s(¢) est définie par

Asi —F<f<0

S(f) = S,(f) +iSi(f) = A(l—%) S§i0< f<2F
0 sinon

Représenter graphiquement S(f) et en déduire si s(7) est un signal réel ou complexe (on pourra
utiliser 1).

3. On échantillonne le signal s(¢) a la fréquence f, = 7F /2. Représenter graphiquement la
transformée de Fourier du signal échantillonné

oo

set)= Y s(KT,) 8 (t —kT,).

k=—oc0
On désire restituer le signal s(¢) par filtrage du signal s,(¢) avec un filtre de transmittance

I1siF < f<F
0 sinon

Mﬁ={

Donner des conditions que doivent vérifier les fréquences F| et F, pour que la restitution se fasse
sans erreur. La fréquence d’échantillonnage respecte-t-elle la condition de Shannon ? Pouvez
vous expliquer pourquoi on peut avoir une reconstruction sans erreur de s(¢) a partir de s,(z) ?
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4. On considere un signal complexe s(¢) et sa partie réelle notée r(t) telle que

r(e) = 5 [5() +5°()]

Déterminer la transformée de Fourier de r(¢) notée R(f) et représentez la graphiquement lorsque
s(t) est le signal de la question 2). Quelle est la condition de Shannon pour le signal réel r(¢) ?
Expliquer ce résultat. u

Correction.
1. Si s(¢) est un signal déterministe a énergie finie réel, alors les parties réelle et imaginaire de sa
transformée de Fourier s’écrivent

S,(f) = / s(t)cos(2m fi)dr
Si(f) = / s(t) sin(27 fr)dt

donc en utilisant le fait que la fonction f — cos(27ft) est paire et que la fonction f —
sin(27ft) est impaire, on obtient

Sri(=f) = S$:(f) et Si(=f) = =Si(f)-
2. Puisque la transformée de Fourier du signal s(7) est réelle, on a

Asi —F<f<0
Si(f) =0et S,(f) = A(l—%) S0 < f<2F

0 sinon

Comme S,(f) n’est pas une fonction paire, le signal x(¢) est complexe.
3. On échantillonne le signal s(7) a la fréquence f, = 7F /2. La transformée de Fourier du signal
échantillonné peut se représenter comme suit

Spectre d’ordre -1 Spectre d’ordre 0 Spectre d’ordre 1

' t 1
3F2 -F oF SF2  TFR2 132

Pour restituer le signal s(¢) par filtrage du signal s¢(¢) sans erreur, il suffit donc de choisir

3F S5F
—7<F1<—Fet2F<F2<7

La fréquence d’échantillonnage est

g
fe:7<2Fmax:4F
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et donc elle ne respecte pas la condition de Shannon. Ceci peut paraitre étrange puisqu’on peut
reconstruire s(¢) a partir de s, () sans erreur. On a profité du fait que le spectre de s(f) n’occupe
pas toute la bande [—2F, 2F| pour créer un repliement des spectres d’ordres supérieurs qui ne
se superposent pas entre eux.

4. On considere un signal complexe s(¢) et sa partie réelle notée r(¢) telle que

r(e) = 5 [5() +5° ()]

Alors la transformée de Fourier de r(t) s’écrit

1 1
R(f)=58(f)+ ES*(—f)
1 1
=55() +55(=f)
et est représentée ci-dessous

S t] S(f) S(H+S(-)

5 oo

F F 0 2F 2F F 0 F OF
La condition de Shannon pour le signal réel r(z) est

fe > 2Fmax — 4F

Comme le spectre de r(t) occupe toute la bande [—2F,2F], on ne peut échantillonner avec une
fréquence inférieure a 4F (limite inférieure de Shannon) si on veut restituer r(¢) a partir de
re(t) sans erreur. Le fait de prendre la partie réelle du signal () a crée un signal réel dont le
spectre occupe toute la bande [—2F,2F| et donc on ne bénéficie plus de la bonne propriété de

la question précédente.
|

Exercise 1.8 On considere un signal déterministe

sin (ﬂfot )
T fot

avec fo > 0 1. On échantillonne le signal x(7) avec la fréquence d’échantillonnage F, = 1/7,.
Déterminer la transformée de Fourier du signal échantillonné

X(t) = i [ ] — fosinc® (o)

(1) = f x(KT,) 8 (t —kT,)

k=—o0

notée X, (f). Représenter graphiquement X, (f) lorsque F, = 3 f et lorsque F, = fp.
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2. On désire restituer le signal x(¢) en filtrant le signal échantillonné x,(¢) par un filtre passe bas

idéal de transmittance -
Lsi|f| <%
0 sinon

H(f) = TIs, (f) = {

Déterminer I’expression du signal restitué x,(¢) lorsque F, = 3 fj et lorsque F, = fy. Commenter
ce résultat. n

Correction.
1. La transformée de Fourier du signal échantillonné

(1) = i x(KT,) & (t —KT,)

k=—o0

est définie par

X.(f) =TF [x.(t)] = TF [x(t) i §(t—kT,)

k=—o0

:X(f)*Fe i S(f_kFe) =F, i X(f_kFe)
k=—oo k=—oo
Puisque
X(f) =TF(t)] =TF [fosinc® (nfor)] = Mgy (f)

on obtient

Xe(f):Fe i Afo(f_kFe)

k=—c

Pour F, =3 fy et F, = fj, on obtient les représentations suivantes (dans le deuxiéme cas, on a
un repliement du spectre puisqu’on ne respecte pas la condition de Shannon).

Premier Cas : F .= 3 f;
Spectre d’ordre 0

Spectre d’ordre -1 Spectre d’ordre 1

'
o]
'
|
'n
r

-— 'l
-F,-f, ! -F+ 1, £ | f, Fofo = Fof

Deuxiéme Cas : F = f Spectre d"ordre 0

Spectre d’ordre -1 Spectre d’ordre 1

w0\ N\

-F.= .fol F=1f,
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2. On désire restituer le signal x(¢) en filtrant le signal échantillonné x(¢) par un filtre passe bas

idéal de transmittance
lsi|f|<F,

0 sinon

) =115 () = {

Lorsque F, = 3 fy, on récupere le spectre d’ordre 0, c¢’est-a-dire

FeX(f) = 3/0X(f)

c’est a-dire le signal temporel
x(1) = TF™ [3foX ()] = 3fox(r)

Par contre, lorsque F, = fp, on récupere en sortie du filtre de restitution

Fellg, (f) = follz, (f)

c’est a-dire le signal temporel

x(t) = TF " [foll, (f] = £ sinc (mfor)

Le signal restitué est tres différent du signal d’origine car on n’a pas respecté la condition de

Shannon.
[ ]

Exercise 1.9
1. On considere le signal déterministe

sin (70 fmt)r

T fnt

o0 =1 |

que I’on échantillonne avec la fréquence d’échantillonnage f, = Ti Déterminer le spectre
du signal échantillonné idéal

oo

%)= Y x(kT.)8 (1 —KkT.)

k=—oc0

et représenter le graphiquement. Expliquer comment on peut a I’aide de ce graphique
retrouver la condition de Shannon.
— Qu’appelle-t-on formule d’interpolation de Shannon ?
— Expliquer le rdle du filtre anti-repliement.
2. Afin de reconstruire le signal x(¢) a partir de x,(¢), on considére un filtre de restitution de
réponse impulsionnelle

[ 1sir€0,T)
h(e) = { 0 sinon

— Donner ’expression du signal restitué x,(¢) = x.(¢) * h(¢) et montrer qu’il peut s’écrire

owt)= Y alt)x(kr)

k=—c0
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ol a(t) est une fonction que I’on précisera. Représenter graphiquement le signal x(¢)
et sa restitution x,(z).

— Déterminer la transformée de Fourier du signal x,(¢) notée X,(f). Le module de cette
tranformée de Fourier est représenté ci-desssous. Expliquer cette représentation.

/‘l{\‘
/'\:/\ 4 } /'\:f\ =
'fe 'fm l fm fe

2f

e

— Afin de compenser la distorsion induite par le filtre de restitution A(t), on utilise un
filtre appelé filtre anti-imageur de fonction de transfert

nfT,

Hc(f)zm

Expliquer I’expression de cette fonction de transfert.

Correction.
1. Ce résultat a ét€ obtenu en cours

X(f)=TF

y x(kms(z—kn)]

k=—o0

x(t) i o(r— k];)]

k=—oc0

=TF

—X(f)+ !fe y 5(f—kfe)]

k=—oc0

c’est-a-dire

X()=F Y X(f—kf)

k=—o0

Mais la transformée de Fourier de x(7) est

X(f) = Ay, (f)

done

X(f)=fo ¥ Ap(f—kf)

k=—c0

On retrouve la condition de Shannon en disant que les divers spectres Ay, (f —kF,) ne se
chevauchent pas, ce qui correspond a

fe_fm>fm<:>fe>2fm

La formule d’interpolation de Shannon est I’expression qui permet a partir d’un filtrage
passebas de x, () de retrouver x(z). Plus précisement, le filtre passe-bas est de transmittance

H(F) = + T (f) <= hle) = sine (xfr)
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d’ot la formule d’interpolation de Shannon

S0)= Y x(kT) 8 (1 —kT.) #sine ()
[

c’est-a-dire

oo

X(1) =Y x(kT.)sinc[nf, (1 —kT,)]

k=—o0

Le filtre anti-repliement est un filtre analogique situé avant le convertisseur analogiquenumé-
rique. Ce filtre évite qu’apres échantillonnage certaines fréquences hors de la bande d’intérét
se retrouvent (se replient) dans la bande d’intérét.

2. Le signal restitué s’écrit

(1) = xe(t) % (1)
y T,
= Y x(KT) 8 (1 —kT,) +TIy, (t_2>

k=—c

- T,
= Y (k)M <t—kn—2>

k=—c0

La transformée de Fourier de x, () s’écrit

X(f) = TF (1)
=TF [x.(t) *h(t)]

= fe

Y A, (f—kfe)] H(f)

k=—oc0

avec ' .
H(f) = T,e ™/ sinc (nfT,)

Le module de cette transformée de Fourier est donc en supposant que f, est suffisamment
grand

()= Y Ap(f—kf)[sine (x/T,)

k=—c0

On voit donc que chaque spectre Ay, (f —kf,) est perturbé par le terme |sinc (7 f7,)| qui
génere de la distorsion. C’est pour cette raison que le spectre d’ordre 0 n’apparait pas comme
un triangle. Autour des fréquences f, et —f,, on observe

Ag, (f = fo) Isine (mfTe)| et Ay, (f +kfe) |sine (7fTe))|

Pour compenser la distorsion (a une phase pres), il suffit d’ajouter un filtre de fonction de
transfert
1 nf

T,sinc(nfT,) - sin (7w fT,)
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Exercise 1.10 Echantillonnage d’un signal passe-bande
On considere le signal

x(t) =xT(t) +x(¢)

avec '
(1) = Bs1n(7rBt) o2 fit

Bt
= (f) = Bsin(nBt) =TTt

Bt

fo=8kHzet B=2kHz.
1. Déterminer la transformée de Fourier du signal x(z) et la représenter graphiquement.
2. Comment s’écrit la condition de Shannon pour le signal x(z) ?
3. On échantillonne le signal x() a la fréquence F, = 6kHz.
(a) Représenter graphiquement la transformée de Fourier du signal échantillonné x,(¢)
dans la bande [-9kHz,9kH?z]
(b) On désire restituer le signal x(7) a partir de x,(z) par un filtrage de réponse en
fréquence H(f).
— 1% cas: H(f) =IIr(f) avec F = 6kHz. Quel sera le signal restitué par ce filtre ?
— 2™ cas : H(f) =g(f + fo) +Ig(f — fo) avec fo = 8kHz et B = 2kHz. Quel
sera le signal restitué par ce filtre ?
— Conclusion ?

Correction.
1. Voir figure 1.4 :

X(H)=X"(f =1 *8(f = fo) +TT(H*8(f + o) =TT(f — fo) Hf+fo)
B B B
X(f)
A+ -ttt FkHz)
b, ’ L,
B B

FIGURE 1.4 — Transformée de Fourier de x(z).

2. F, > 2Fpax avec Fgy = fo+ 5 = 9 kHz ici.
3. On échantillonne le signal x(¢) a la fréquence F, = 6kHz.
(a) Voir sur la figure 1.5
(b) On désire restituer le signal x() a partir de x,(¢) par un filtrage de réponse en fréquence

H(f).
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X(f)
— i I i ——— i i i f(kHz)
Jfo wWorfo B fo O F4fuor—f B fa

FIGURE 1.5 — Transformée de Fourier de x(¢) avec F, = 8 kHz.

— 1% cas : H(f) = (f) avec F = 6kHz.
Voir la figure 1.6, on retrouvera

x(f) = Bsin(n’Bt) JP2fit +Bsin(n’Bt) o2
Bt Bt

avec f| = —F,+ fo =2 kHz.

= 2Bsinc(nBt) cos(2m fit)

H(f) pX(f)

fo 2 +fo Fo=fo V-F4fo2F.~fo Fo  fo

f(kHz)

FIGURE 1.6 —

— 2™ cas: H(f) =Tg(f+ fo) + Os(f — fo) avec fo = 8kHz et B =2kH?z.
Voir la figure 1.7, on retrouvera

x(t) = Bsin(ﬂ:Bt) o2Th Bsin(ﬂ:Bt)
Bt Bt
avec fo = 8 kHz.

e J2mfot — 2Bsinc(mBt) cos(27 fot)

H(f) » X(f)
— i l i — i t ] f(kHz)
Jo 2 +fo Fo—fo -Fsfo2hi—fo F. fo
FIGURE 1.7 —

— Conclusion : 11 est possible d’échantillonner un signal de type passe-bande sans
respecter la condition de Shannon tout en assurant une reconstition parfaite (par
filtrage passe-bande), a condition que les repliments se fassent dans les trous du
spectre de départ.
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Exercise 1.11 Echantillonneur bloqueur
L’échantillonneur bloqueur est un échantillonneur réalisable en pratique qui consiste a acquérir
un échantillon du signal, x(z), toutes les T, secondes (période d’échantillonnage) et a le bloquer
pendant 7 secondes (T << T,).
1. Proposer une écriture du signal échantillonné de cette maniere, x,(¢), en fonction de
I’expression du signal échantillonné de maniere idéale :

xei(t) = ¥ x(kT,)8(t — KT,)

kezZ

2. Calculer la transformée de Fourier du signal échantillonné a 1’aide de cette méthode.
L’écrire en fonction de la transformée de Fourier, X (f), du signal de départ.

3. Est-il possible de dimensionner T pour que I’échantillonnage par bloqueur se rapproche
d’un échantillonnage idéal ?

Correction.

1. Le signal échantillonné par bloqueur va étre constitué d’une somme de fonctions porte espacées
de T,, de largeur 7 et de hauteur x(kT,) si x(kT,) représente la valeur de 1’échantillon prélevé
sur le signal x(¢) a I’instant k7,. On peut donc écrire le signal échantillonné, x,(¢), de la
maniere suivante :

xe(t) = kez‘%xwmnf (=5 —+.)

— 11, (z - %) « Y x(kT,)8(t — kT,)

kez

=11, <t - %) * Xoi (1)

X.(f) = tsinc(nf) e It * Xoi (f)

= tsinc (nft)e /™ «F, Y X (f—kF,)
kezZ

ouF, = Ti représente la fréquence d’échantillonnage du signal.
3. Si le critere de Shannon est vérifié, on pourra récupérer X (f) a condition que % >> Fipay, €0
appelant F,,, la fréquence maximale du signal x(¢). On aura alors, en effet, sinc (nf7) ~ 1

sur la bande du signal.
|

Exercise 1.12 Quantification d’une sinusoide
Soit un signal sinusoidal
x(t) = Apsin (27'Ef()l‘ + (P)

avec fy = S0Hz, Ag = 2201/2V et ¢ une phase aléatoire uniformément répartie entre 0 et 2.
On suppose que la quantification de cette sinusoide est effectuée dans de bonnes conditions : pas
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d’écrétage du signal, pas de quantification g = 2% suffisament fin (D représentant la dynamique
du signal et nb le nombre de bits de quantification). Elle est donc équivalente a I’ajout d’un bruit,
ng(t), sur le signal non quantifié de départ, bruit aléatoire, centré qui suit une loi uniforme sur

[—%, %] . Déterminer le rapport signal a bruit de quantification en fonction de nb. u
Correction.

X

P,
n

si P, représente la puissance du signal x(z) et P, la puissance du bruit de quantification, np(z), qui
vient s’ajouter au signal de départ.

(résultat classique pour la puissance d’un sinus ou d’un cosinus, calculé par exemple dans 1’exrcice
3.14 de la partie I)

D’ou

3
SNRys = 10log;, <222"”> ~ 1.76 + 6nb






2.1

2. Transformée de Fourier Discréete

Rappels

Un signal numérique est un tableau de points contenant un nombre fini, N, de valeurs de
signal : [x(0) x(1)... x(N — 1)], le K®™ &lément x(k) représentant en réalité x(kT,) si on considére
un échantillonnage temporel périodique de période 7.

On travaille donc avec un signal échantillonné et limité dans le temps et il n’est pas possible d’utiliser
I’expression suivante pour en déterminer la transformée de Fourier :

X(f) = /R (1) 1 d

Des approximations doivent étre effectuées a partir de I’expression de X (/) pour obtenir un
outil implantable en numérique (Transformée de Fourier Discrete ou TFD) :

— _ipkn
X(n) =Y x(k)e 2N n=0,..,N—1
k=0
Ces approximations, ainsi que leurs conséquences, doivent étre connues de maniére a étre
capable de mener correctement une analyse spectrale en numérique.

Un signal numérique est échantillonné. Sa transformée de Fourier est donc périodique de période
T, = FL et on doit donc faire attention au respect du théoreme d’échantillonnage de Shannon si on
veut conserver 1’information du signal de départ dans le signal échantillonné.

Un signal numérique est composé d’un nombre fini de points. La connaissance du signal sur un
nombre limité de points conduit a une distorsion de la transformée de Fourier attendue : convolution
par la de la transformée de Fourier de la fenétre de troncature du signal. On réalise alors chaque
analyse spectrale en utilisant plusieurs fenétres de troncature (fenétres de pondération) pour obtenir
différentes visualisations de la transformée de Fourier d’un méme signal afin d’en extraire des
informations différentes.
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Tout comme le signal numérique ne peut pas étre a temps continu, il ne sera possible de calculer
qu’un nombre fini d’échantillons de la TFD. Cela a deux conséquences : une mauvaise résolution
de la TFD observée, qui pourra étre améliorée en utilisant une méthode d’interpolation comme le
zero padding, et un signal qui devra étre considéré comme périodique en temporel par transformée de
Fourier inverse, ce qui aura pour effet de transformer un produit en produit de convolution circulaire
(entre signaux périodisés).

— Etude de la TFD d’un signal a spectre continu : effet de la limitation de la
durée du signal.
Soit le signal x(¢) défini par :

x(t) = e s§it>0,a>0
o 0 sit<O.

On observe le signal sur une durée limitée L.

1. Montrer que la transformée de Fourier du signal observé sur une durée [0,L] s’écrit
X(f) = X(f)G(f,L)
Déterminer le module de G(f,L).
Montrer que |G(f,L)| est compris entre 1 —e ““ et 1 +-e~
Chiffrer ces bornes pour L = %.
Déterminer la phase de G(f,L).
En utilisant les développements limités dans le cas ou L >> é, montrer qu’on peut arriver
a la valeur approchée de la phase suivante :

alL

N A o> B0

Arg[G(f,L)] ~ e “sin(2rfL)
7. Borner la valeur approchée de la phase et la chiffrer pour L = 3.
8. Quelle conclusion peut-on tirer de ces calculs sur I’effet de la troncature du signal x(t) ?

Correction.
1. Calculons tout d’abord la transformée de Fourier du signal x(¢) :

+oo . oo ' X
X(f):/ x(t)eﬂ”f’dt:/ o ari2nf)t gy —

: " v jonf =y

puis celle du signal observé sur une durée [0,L] :

L ) L )
X, (f) = / (1) dp — / et RTN g — X(£).G(f,L)

0 0
avec

G(f,L) =1—e @Hi2mNL — 1 _ o= (cos(2nfL) — jsin(27fL))

G(f,L)|> = (1 — e ““cos(2mfL))* + e L sin>(2fL)
= 1—2¢ Lcos(2nfL) 4 e
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3.
(1—e ") (quand cos(2mfL) = +1) < |G(f,L)| < (1+e ") (quand cos(27fL) = —1)
4. Pour L = % ona:
e =e*=0.0183
D’ou
0.9817 < |G(f,L)| < 1.0183
G(f,L)[~1

Et donc :
IXL() = XNING(f, L)~ X (f)]

e “Lsin(2mfL) )

Arg|G(f,L)] = Arctan < 1 —e L cos(2mfL)

6. PourL<<%0na:

et <<l
Et donc
Arg[G(f,L)] ~ Arctan (e “"sin(2nfL))
car
e Leos(2nfL) << 1
D’ou
Arg[G(f,L)] ~ e “Lsin(2n fL)
car
Arctan(x) ~ x quand x << 1
7.
|Arg[G(f,L)]| < e =0.0183~0

Et donc

Arg[XL(f)] = Arg [X (f)] +Arg[G(f,L)] ~ Arg [X(f)]

8. On n’abime donc pas trop ni le module ni I’argument du spectre en observant le signal sur une
durée suffisante (vrai pour L = %, alors e~ %L ~ 0.02).

!!Attention!! En nommant wy () la fenétre de troncature du signal a une durée L on a bien
TFx(t)wr(t)] = X(f) * WL(f), out W(f) représente la transfomée de Fourier de la fenétre de
troncature (rectangulaire ici). On a juste montré que, dans ce cas, la dégradation du spectre due
a la convolution par la transformée de Fourier de la fenétre de troncature se ramene a une erreur
multiplicative que I’on a appelé G(f,L), c’est-a-dire : TF[x(t)w(t)] = X (f)«W (f) = X(f)G(f,L).

]
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— Etude de la TFD d’un signal a spectre continu : effet de I’échantillonnage
du signal.
Soit le signal x(¢) défini par :
x(t) = e s§it>0,a>0
N 0 sit<O.

1. Déterminer la transformée de Fourier X (f) du signal x(z). Tracer | X (f)].

2. En théorie le signal x(t) est-il échantillonnable sans perte d’information ? Expliquez votre
réponse.

3. En considérant la transformée de Fourier comme négligeable pour une atténuation minimale
de 40 dB par rapport a sa valeur maximum, dimensionner la fréquence d’échantillonnage a
utiliser F,.

4. Donner I’expression de la transformée de Fourier d’un signal x(7) échantillonné a T,
¢’est-a-dire la transformée de Fourier de {x(k7,)} pour k = —eo, ..., 4oc0. On la notera
X.(f)-

5. Déterminer X, (f) pour le signal donné par (1.3). Vérifier qu’elle est périodique de période
F, . La comparer a X (f).

Correction.

1. X(f) a été calculée précédemment : voir équation 2.1.

2. X(f) est a support non borné. En théorie x() n’est donc pas échantillonnable sans perte
d’information. Cependant X (f) tend vers 0 quand f — oo. En pratique le signal x(¢) pourra
donc étre échantillonné avec une perte d’information "acceptable". Reste a définir un critere
d’acceptabilité pour la perte d’information. Dans 1’exercice on demande de considerer que
X (f) est nul pour une atténuation de plus de 40 dB par rapport a son maximum (voir question
suivante).

3. On va considerer que X (f) est nul pour une atténuation de plus de 40 dB par rapport a son
maximum pour en déduire une fréquence maximale F,,, et I’utiliser pour dimensionner la
fréquence d’échantillonnage F, :

[X(0)]
102

20108|X (Fyuax)| = 20008| Xmax ()| — 40dB = 20l0g|X (0)| — 2010g10? & |X (Fyar)| =

Ce qui conduit a

N 100a
Et donc 100
>0
4.
+oo _
X.(f) = Z x(kTe)e—JankTe
k=—c0
5.

x(f)=Y [ef<a+jznfn)}k _

T ] e (@t2nNT.
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X (f) est bien périodique de période F, : X(f + pF.) = X(f), p € Z.

Remarques :
— Pour f << % = % << 1 on peut faire un développement limité de 1I’exponentielle (on
a aussi aT, = % << 1) qui donne
1
X ~———=FX
)~ o = FX W)

Ce résultat s’explique par le fait que I'influence de la périodisation d’ordre 1 devient
importante quand f approche de % mais est faible quand f << % Le facteur F, est dii
au fait que 1’on définit la TFD (equation (??)) a un facteur 7, pres.
— on pensera a utiliser un filtre anti repliement avant d’échantilonner x(z).
]

Exercise 2.3 — Etude de la TFD d’un signal & spectre continu : échantillonnage et
limitation de la durée du signal.
Soit le signal x(¢) défini par :
x(t) = e §it>0,a>0
N 0 sit<O.

1. Donner I’expression de la transformée de Fourier d’un signal x(¢) échantillonné a T, et
limité a N points, c’est-a-dire la transformée de Fourier de {x(kT,)} pour k =0,....N — 1.
On la notera Xp(f).

2. Déterminer Xp(f) pour le signal donné par (??). La comparer a X (f).

Correction.
1.
N-1 .
Xp(f) =Y x(KT,)e /2mIMe (2.2)
k=0
2.

N—1 —(a+j2mf)NT,

; k1—e
_ —(a+ 27 fT, _
XD(f)_k;){e R )} T e (@rp2nt

Se combinent ici les deux approximations précédentes.
|

Exercise 2.4 — Etude de la TFD d’un signal a spectre discontinu : calcul d’'un nombre fini
de points du spectre.
Soit le signal x(¢) défini par :

x(t) = Ae/PFH0) t e R, ¢ = constante

1. Déterminer la transformée de Fourier X (f) du signal x(z).
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2. Déterminer la transformée de Fourier du signal observé sur une durée limitée [0,L]. On la
note Xz (f).

3. Déterminer la transformée de Fourier du signal échantillonné a 7, et observé sur N points.
On la note Xp(f).

4. La transformée de Fourier numérique (spectre du signal) ne sera calculée que pour un
nombre fini, N, de points : Xp(f) — {Xp(n%)} pourn=0,....,N —1.
Dans le cas ol fo = 5 Fe, avec ng entier, déterminer Xp(n) (notatlon pour Xp(n Fe %)) puis
tracer |Xp(n)| pour n=0,...,N — 1. Que constate t-on ?

5. Tracer [Xp(n)|, pour n=0,...,N — 1, dans le cas o0 fy = "0+ F,, ng entier et 0 < € < 1.
Ce résultat est-il satisfaisant (permet-il une analyse spectrale correcte) ?

6. Quelle méthode peut-on utiliser pour améliorer la visualisation de la transformée de Fourier
numérique (et donc le résultat de I’analyse spectrale) ?

Correction.
1. x(t) = Ae/Pe/2m0 — X (f) = Ae/?S (f — fo)
2. Pour obtenir X.(f), on peut procéder de deux manieres :

L . oL
XL(f):/ x(t)eiﬂﬂf’dt:Ae”)/ e /2= ho)t gy
0
— ALe? sinc (n(f — fo)L) e /P —f0)L

X (f)=TF [x(t)HL (t - lz‘ﬂ = X(f) * {Lsinc(nfL)e ™"}

= ALe/?sinc (n(f — fo)L) e /P =)L (2.3)

L

1803 (t — %) représente une fenétre rectangulaire (ou fonction porte) de largeur L centrée en 7.

_ N-1 ' k1 — e J2n(f—fo)NT.
— AP —Jjn(f=f)T.) | —
Xp(f) =Ae Z {e ’ } T e 2T

o -y -z Sin(®(f = fo)NT)
—Acter sin (w(f — fo)Te) 24

4. On calcule N points du spectre sur une période F,, d’ou le pas de calcul de % La variable
fréquentielle f devient donc n%, avecn=20,....N—1.
Dans le cas ou fy = no%, ona:

Xp(n) = Acie ) (v 1y sin (7(n —no))

sin (n(";vno)>
qui donne :
Ae/®N  pour n = ny
Xp(n) = { 0 ailleurs.

La figure 2.1 donne un exemple de représentation de Xp(n) dans le cas ot ngp = 4. On remarque
que I’on retrouve la transformée de Fourier théorique d’une exponentielle de fréquence fy,
soit un Dirac en fj.
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FJN 2R N NoF o/

FIGURE 2.1 — Exemple de représentation de Xp(n) dans le cas ot ng = 4.

5. Le cas ou f = no% est un cas trés particulier. La plupart du temps on a fy = (ng + 8)%
Un exemple de la transformée de Fourier numérique Xp(n) correspondante est tracé sur la
figure 2.2. A partir des points représentant la transformée de Fourier numérique du signal nous
n’avons plus aucun moyen de décider qu’il s’agit du spectre d’une exponentielle.

AN 2F N

[y +5)F /N

FIGURE 2.2 — Exemple de représentation de Xp(n) dans le cas ou ng =4 + €.

6. La solution permettant de mieux visualiser le spectre est d’interpoler. On le fera grice a la
technique du Zero Padding.






3.1

3. Transformée en z

Rappels

Tout comme la transformée de Laplace permet I’étude des systéemes analogiques linéaires
invariants dans le temps, la transformée en z va permettre I’étude des systemes numériques
linéaires invariants dans le temps.

Elle est définie par :
+o0

X(z)=TZ[x(n)]= ) x(n)z"zeC

n—=-—oo

En utilisant le critére de Cauchy, on montre qu’elle converge pour 0 < R, < |z| <R} < oo

avec |
R, = lim {/|x(n)| et R} =

n—yeo limy, 00 </ |x(—n)|

La transformée en z inverse est définie par :

1
=— | X()7"!
x(n) j2n /c+ ()" dz

ol C" est un contour fermé inclu dans I’anneau de convergence.

Tout comme la transformée de Laplace pour les systemes analogiques, la transformée en
z permet de réaliser a la fois une étude temporelle et une étude fréquentielle des systemes
numériques. L’étude fréquentielle est obtenue pour z = ¢/© = ¢/27/,

En plus de sa linéarité, la propriété suivante de la TZ est tres utilisée lors de I’étude des systemes
numériques linéaires invariant dans le temps

TZ[x(n—ng)] =z "TZ[x(n)]
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Comme pour la transformée de Laplace et la transformée de Fourier, il existe des tables de
transformée en z.

Signal : x(n) Transformée en z : X(z) Domaine de convergence

lpourn=20
= C
&(m) {0 pourn # 0 1

_[1pourn=>20 7k c
”(")‘{o pourn <0
1
1 5 lz| > 1
-1
z
n z| > 1
(1—z71)2 Izl
1
« T—at o >
n az !
na m |z| >a

1—coswz™t
cos(wn) lz] > 1
1—2coswz 1 +2z72

1

sin(wn) sinw z_
1—2coswz 1 +2z72 |zl > 1
_ -1
a"cos(wn) 1 —acoswz |z] >a
1—2acoswz"1+ aq2z72
: -1
al‘lsin(wn) a sinw 2 |Z| >a

1-2acoswz 1+ a2z 2

FIGURE 3.1 — Table de transformée en z

3.2 Exercices

Exercise 3.1 — Existence, convergence. ??
Soit un réel a €]0, 1| et u(n) I’échelon de Heaviside (ou échelon unité) :

[ 1 pourn>0
u(n)—{ 0 pourn<O0.

1. Déterminer la transformée en z du signal x(n) = a"u(n), avec |a| < 1, et préciser avec soin
la région de convergence de X (z).

2. Déterminer la transformée en z du signal y(n) = —a"u(—n— 1), avec |a| < 1, et préciser
avec soin la région de convergence de Y (z).
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3. Soit b un réel tel que b > a et |b| < 1. On considére un systeme de fonction de transfert :

1

H(z) = (I—az ") (1—bz1

Déterminer la réponse impulsionnelle #(n) du systeéme dans les trois cas suivants :
— larégion de convergence de H(z) est |z| < a,
— larégion de convergence de H(z) esta < |z| < b,
— larégion de convergence de H(z) est |z| > b.

Correction.
1.
n = —177 1
x(n) =d"u(n),lal <1 —=X(z) =) [az"'] il pp—
n=0 -

Domaine d’existence :

limy_s 1o/ |a"z7"| < 1 pour |z| > |a|

y(n)=—d"u(—n—1),la] <1
~1

R e e e

=1 _ 1
n——oo n=0 1 az

Domaine d’existence :
limy—s 10/ |a7"2"| < 1 pour |z| < |a

Conclusion : la transformée en z inverse n’est pas unique. Son expression dépend du contour
choisi pour la calculer. S’il inclut tous les points singuliers (premier cas dans cet exercice) on
obtient une solution causale, sinon elle ne 1’est pas (deuxi¢me cas dans cet exercice).

3. Plusieurs méthodes sont possibles pour résoudre cette question. Par exemple, par décomposi-
tion en éléments simples, on obtient :

1 a b
H@) = a—b{l—azl a l—bzl}

— pour |z| < a:

1

="

{—a"Mu(—n—1)+b""u(-n—1)}.
Aucun des points singuliers n’est inclu dans le contour considéré. 4(n) est non causale.
— poura<|z|<b:

1

=

{a" M u(n)+b" " u(—n—1)}.

Le contour considéré inclut le point singulier z = a et exclut z = b. h(n) est constituée
d’une partie causale et d’une partie non causale.



140 Chapitre 3. Transformée en z

— pour |z| > b:
1

a—>b {
Le contour considéré inclut tous les points singuliers (z = a et z = b). La transformée en
Z inverse est causale.

h(n) a"tt—prtl bu(n).

Exercise 3.2 — Utilisation pour I'’étude d’un systéme discret.
Soit le systeme d’entrée x(n) et de sortie y(n) défini par 1’équation récurrente suivante :

y(n) —ay(n—1) =x(n), avec |a| < 1

1. Soit x(n) = b"u(n) avec |b| < 1. Déterminer sa transformée en z, ainsi que son domaine
d’existence.

2. Déterminer la réponse du systeme a I’entrée x(n) définie a la question précédente, en
supposant que le systeme est causal.

3. Déterminer la fonction de transfert, ainsi que la réponse impulsionnelle du systeme.

Correction.
1.
n v —17n 1
x(n)=b u(n),yb|<1—>x(z)=n);0[bz =1

Domaine d’existence :

limy_s 400/ |b"27"| < 1 pour |z| > |b|

2.

1
() —ay(n—1) = buln) = ¥ () =z ¥ (2) = 15—
1 1
Y(7) =
Y@ {l—az1 } {1—1921}
Soit en considérant un systéme causal :
1
y(l’l) — m {an-H *bn—H}u(l’L)

3.

Y(z) 1

y(n) —ay(n—1) =x(n) =¥ (z) —az"'¥ (z) = X(2) > H(z) =



4. Filirage Linéaire

4.1 Rappels

Nous nous intéressons uniquement ici aux filtres numériques linéaires invariants dans le temps
rationnels.

— Un filtre numérique linéaire invariant dans le temps est défini par sa réponse impulsionnelle
h(n) et sa fonction de transfert H(z) = TZ[h(n)]. 1l fait correspondre a toute entrée x(n) une
sortie

foo Foo
y(n) =x(n)xh(n)= Y h(k)x(n—k)="Y h(n—k)x(k)
k=—oo k=—oo
La réponse en fréquence, ou réponse harmonique, du filtre est donnée par
. - f

H(f) = [H)] oy, 00 [ = 1

Il est réalisable si :
e (n) =0 pour n < 0 (causalité).
o YI _|h(n)| < oo (stabilité).
e h(n) estréelle.

— Les filtres rationnels sont définis par une fonction de transfert rationnelle en z, correspondant
a une équation récurrente dans le domaine temporel. Il existe deux catégories de filtres
rationnels :

e Les filtres rationnels de type RII (a réponse impulsionnelle infinie), definis par deux
ensembles de coefficients, {ax}i_o a1 €t {bk}i—o  n1

Y(2) _ Lig buz

H(z) = X(2) - ZkM:_Ol azk

Le degré du dénominateur donne I’ordre du filtre.
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o Les filtres rationnels de type RIF (a réponse impulsionnelle finie), déﬁnis par un seul jeu

/‘\

H(z

><

=Y
@) &

Un filtre numérique rationnel de type RIF est inconditionnellement stable et c’est un de ses
avantages majeurs. Un filtre RII est stable si tous les pdles de sa fonction de transfert, H(z), sont de
modules inférieurs a 1. Nous verrons ici que cela peut se décliner en un lieu de stabilité dans le plan
des coefficients définissant le filtre (voir exercice 4.4).

La synthese d’un filtre numérique rationnel correspond au passage entre les spécifications a
respecter sur la réponse en fréquence et I’ensemble des coefficients le définissant. Elle est diffétente
selon que I’on souhaite réaliser un filtre de type RIF ou de type RII. Des exemples de ces deux types
de synthese sont doonnés dans les exercices 4.3 et 4.5 pour réaliser un filtre passe-bas.

4.2 Exercices

Exercise 4.1 On considere un filtre de fonction de transfert :

1
(I1—az7 (1 —bz 1)

H(z) =

ol a et b sont deux réels €]0, 1[ avec b > a.
1. Quel est I’ordre du filtre défini par la fonction de transfert H(z) ?
Déterminer 1’équation récurrente définissant le filtre dans le domaine temporel.
Quel type de filtre rationnel (RIF, RII) est défini par H(z) ? Justifiez votre réponse.
Le filtre défini par H(z) est il stable ? Justifiez votre réponse.
En réutilisant les résultats de 1’exercice 3.1, déterminer la réponse impulsionnelle /(n)
permettant de pouvoir réaliser le filtre.

= I

Correction.
1. Le filtre défini par la fonction de transfert H(z) est d’ordre 2 (degré du dénominateur).

2.

Y(2) (1 — (a+b)z_1 —{-abz_z) =X(z) — y(n) =x(n)+(a+b)y(n—1)—aby(n—2)

3. Ce filtre est de type RII car il présente une boucle de réaction : la sortie a I’instant n dépend de
I’entrée a I’instant n mais également des valeurs passées de la sortie (y(n — 1) et y(n —2)).

4. Ce filtre sera stable si les poles de H(z) sont inclus dans le cercle de rayon 1. Pour cela il faut
que |a| < 1 et |b| < 1, ce qui est le cas ici. Le filtre est donc stable.

5. h(n) =L {a""' —b"*!} u(n) conduit a un filtre causal.
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Exercise 4.2 Soit le filtre d’entrée x(n) et de sortie y(n) défini par I’équation récurrente suivante :

y(n) =x(n) —ax(n—1)

—_—

Déterminer sa fonction de transfert H(z).

2. Déterminer la transformée en z de 8(n) et de 6(n— 1), ot d(n) represente le Dirac
numérique :
1 forn=0
o(n) = { 0 forn#0. “-1)

En déduire la réponse impulsionnelle du filtre.
3. Déterminer la transformée en z de la fonction échelon unité u(n), ainsi que son domaine
d’existence. En déduire la réponse indicielle du filtre (réponse a un échelon).
Ce filtre est-il de type RIF ou RII ? Justifiez votre réponse.
Ce filtre est-il stable ? Justifiez votre réponse.
Ce filtre est-il causal ? Justifiez votre réponse.

o g

Correction.
1. Y(z) =X(2) —az 'X(z) = H(z) = % =1—az!
2. 8(n) = ARR) =YL= . 8(n)z " =68(0)"=1
1

HZ)=—==1-az ' = h(n)=TZ '[H(z)] =8(n)—ad(n—1)
Remarque : on pouvait obtenir directement /(n) pour x(n) = 8(n) en utilisant I’équation de

récurrence définissant le systeme.

~+oo 1
Uiz)=) z "=

Domaine d’existence :
limy_s+oon/ |27 < 1 pour |z| > 1

Réponse indicielle :

1—az! 1 -1
Y(@) = HEU) = T = 17 — 1oy = Y(0) = u(m) —au(n—1)

Remarque : on pouvait obtenir directement la réponse indicielle (= réponse a un échelon) pour
x(n) = u(n) en utilisant I’équation de récurrence définissant le systéme.

4. Ce filtre est un filtre 2 Réponse Impulsionnelle Finie (RIF) car il ne présente pas de boucle de
réaction : la sortie a I’instant n ne dépend pas de ses valeurs passées.
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5. Un filtre RIF est stable si ses coefficients sont finis, ce qui est le cas ici.

6. Ce filtre est causal car sa réponse impulsionnelle est nulle pour n < 0.

Exercise 4.3 — Synthése d’un filire passe-bas de type RIF.
On veut synthétiser un filtre passe-bas en essayant d’approcher par un filtre RIF la fonction
de tranfert idéale de la figure suivante :

—~

prs(f)

N
[l
T~

Il '
T 1

—0.5 _ﬁ: fc 0.5

Filtre passe-bas - Fonction de transfert idéale

Donner I’expression de la réponse impulsionnelle d’un filtre a 2N + 1 coefficients utilisant une

fenétre rectangulaire de troncature et d’un filtre a 2N + 1 coefficients utilisant une fenétre de

troncature de Hamming donnée par w(n) = 0.54 + 0.46 cos( 2?\/”4:’1 ).

Correction.
La réponse en fréquence idéale Hy,, (f) est périodique, donc décomposable en série de Fourier :

Hiy(F)= X iy (K) 7"

k=—c0

ou les coefficients de la série de Fourier Ay, (k) représentent les éléments de la réponse impulsionnelle,
ou "coefficients", du filtre. Ici :

oo e o~ fle
o) = [y (e Paf = [ e Piag
conduisant, apres calculs, a B N
hi,y (k) = 2 fesinc(2m fok)

En pratique le nombre de coefficients du filtre devra étre limité & un nombre 2N + 1, appelé "ordre"
du filtre. On modélise cette limitation par I’utilisation d’une fenétre de troncature, ou de pondération,
w(k), de longueur 2N +1 :

hpp (k) = hips (k) x w(k)

Elle conduit a une réponse en fréquence approchée :

HPB(f) = HIPB(f) *W(f)

ou W(f) est la transformée de Fourier de w(k).
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On propose d’utiliser ici une fenétre rectangulaire de troncature ou une fenétre de Hamming.
Dans le cas de la fenétre rectangulaire on a :

hpp (k) = 2f. sinc(2mf.k) pour k= —N,...,N
= ailleurs 4.2)

Dans le cas de la fenétre de Hamming on a :

~ ~ 21k
hpp (k) = 2f, sinc(2m f k) x (0.54—}—0.46cos ( i )) pourk=—N,...N
2N+1
= ailleurs (4.3)

Les figures 4.1 et 4.2 tracent les réponses impulsionnelles et les fonctions de transfert des deux filtres
pour une fréquence de coupure f. = 100 Hz, une fréquence d’échantillonnage F, = 800 Hz et un
ordre N = 31.

025 T T T T
—+— Fenétre rectangulaire
—iZ— Fenétre de Hamming

0z

FIGURE 4.1 — Réponses impulsionnelles du filtre passe-bas de type RIF synthétisé avec les pa-
rametres suivants : f. = 100 Hz, F, = 800 Hz, ordre = 31, pour deux fenétres de troncature :
rectangulaire et Hamming.
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10 T T T T T T T
—+— Fenétre rectangulaire
—&— Fenétre de Hamming |

[Hif)l dB

_?D 1 1 1 1 1 1 1
-400 -300 -200 -100 ] 100 200 300 400
Fréguence (Hz)

FIGURE 4.2 — Fonctions de transfert du filtre passe-bas de type RIF synthétisé avec les parametres

suivants : f. = 100 Hz, F, = 800 Hz, ordre = 31, pour deux fenétres de troncature : rectangulaire et
Hamming.

La figure 4.3 trace un exemple de signal d’entrée et de signal de sortie du filtre utilisant la fenétre
rectangulaire. On peut constater le retard du signal de sortie comparé au signal d’entrée. Celui-ci
est dii au décalage de la réponse impulsionnelle appliqué afin de rendre le filtre causal. Le signal
de sortie est déformé par rapport au signal d’entrée. Certaines fréquences ont effectivement été

supprimées, comme le montre la figure 4.4 qui trace la TFD du signal d’entrée et celle du signal de
sortie correspondant.
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— Signal dentrée du filtre
— Signal de sortie du filtre

W b TrRaT

0ar k

|y L A

A5 L L L L L L L L L
1] 100 200 300 400 500 BO0 700 800 900 1000

k

=

FIGURE 4.3 — Exemple de signaux d’entrée et de sortie du filtre passe-bas de type RIF synthétisé
avec les parametres suivants : f, = 100 Hz, F, = 800 Hz, ordre = 31, fenétre rectangulaire de
troncature.

— [TFD) signal dentrée du fittre
— [TFD) signal de sortie du filtre |]

10'2 1 1 1 L 1 1 1 1 1
05 04 03 02 01 0 0.1 02 03 04 045

Frégquence normalisée

FIGURE 4.4 — TFD des signaux d’entrée et de sortie du filtre passe-bas de type RIF synthétisé avec
les parametres suivants : f, = 100 Hz, F, = 800 Hz, ordre = 31, fenétre rectangulaire de troncature.
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Remarques :

— A partir de la réponse impulsionnelle du filtre passe-bas il est possible d’obtenir les réponses
impulsionnelles des autres filtres de base (passe-haut, passe-bande, rejecteur).
Par exemple, un filtre passe-haut idéal de fréquence de coupure fc présente une réponse en
fréquence

Hy, (f) =1 _Hlpg(f)
ou Hy,, (f) est la réponse en fréquence du filtre passe-bas idéal de méme fréquence de coupure.
On peut donc en déduire la réponse impulsionnelle du filtre passe-haut idéal, Ay, (n), a partir
de celle du filtre passe-bas idéal correspondant, hy,,(n) :

hIPH (l’l) = 6(”) - hIPB (l’l)

Cette réponse impulsionnelle idéale sera ensuite tronquée a 2N + 1 coefficients pour donner
hpy (n), réponse impulsionnelle recherchée.

— La fonction filter.m de Matlab permet de réaliser le filtrage du signal x pour donner le signal
y en utilisant un filtre défini par les tableaux de coefficients A = [ag...ay—1] et B=A =
[bo...by—1) : y = filter(B,A,x). Dans le cas d’un filtre RIF le tableau de coefficients A se
résume a un seul coefficient ag = 1 et le tableau B contient les 2N + 1 éléments conservés sur
la réponse impulsionnelle pour un filtre d’ordre 2N + 1 : B = [hpg (—N) ...hpg (N)]. Notons
qu’un filtrage de type RIF peut également étre réalisé en utilisant la fonction conv.m de
Matlab : y = conv(x, B,' same'), le parametre same’ n’est pas obligatoire mais il permet de ne
pas avoir a gérer soi méme le retard introduit par le filtre (permet de gérer les effets de bord de
la convolution et renvoie la partie centrale du résultat de la convolution avec une taille égale a
celle du premier vecteur).

|

— Etude de la cellule du second ordre.
1. Cellule du second ordre purement récursive On la définit par I’équation aux différences
suivantes :
y(n) =x(n) —ary(n—1) —azy(n—2)

(a) Exprimez sa fonction de transfert en z.

(b) Dans le plan des coefficients (a; en abscisse, a; en ordonnées), tracez le domaine de
stabilité du filtre.

(c) Donnez I’expression de la réponse en fréquence en fonction de a; et a;.

(d) A quelle condition existe-t-il une pulsation de résonance @ (@ = 27 f)?

(e) Montrez que la valeur du module de la réponse harmonique a la résonance est
inversement proportionnelle a la distance des pdles au cercle de rayon 1. On se
placera dans le cas ou a% < 4ay (vraie cellule du second ordre) et on écrira la réponse
en fréquence en @y sous forme polaire. On donne :

2 /@
2

(1—az)y\/4as —aj

[H ()| =
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(f) Donnez I’expression de la réponse impulsionnelle en fonction des coordonnées
polaires r et 6 des poles dans le cas ou a% < 4a,.
(g) Proposez une structure de réalisation de ce filtre.
2. Cellule du second ordre générale On considere une équation générale de la cellule du
second ordre :

y(n)=x(n)+bix(n—1)+byx(n—2)—ayy(n—1) —axy(n—2)

(a) Exprimez sa fonction de transfert en z.

(b) Montrez que cette cellule du second ordre peut étre considérée comme la mise en
cascade de la cellule purement récursive précédente et d’un filtre RIF.

(c¢) En déduire une structure de réalisation.

(d) Pour b, = 1 montrez que la phase du RIF est linéaire.

Correction.
1. Cellule du second ordre purement récursive

(@) y(n) =x(n) —a1y(n—1) —ayy(n—2) EEN Y(2) =X(2) —a127'Y (z) — a2z %Y ().
D’ou la fonction de transfert du filtre :
Y(z) 1

H )= =
(2) X(z) 1+aiz'+ayz?

(b) Un filtre numérique est stable si les poles de sa fonction de transfert H(z) sont inclus
dans le cercle de rayon 1. Cherchons les pdles de H(z) :

2 2

T 2taiztar a(z—z1)(z—22)

H(z)

1l faut résoudre z2 + a1z +az = 0. On calcule donc A = a% —4a, et on doit considérer
les 3 cas possibles :
i. A <0 : Deux pdles complexes conjugué€s de modules = ,/a;. Il faudra donc que
|az| < 1. On est dans le cas d’une vraie cellule du second ordre.
ii. A=0:Un pdle double zo = —% Il faudra donc que |a;| < 2.
iii. A > 0 : Deux poles réels (deux cellules du premier ordre) :
—a;— VA a1+ VA

AT BT

En remarquant que —1 < z; < zp < 1, on arrive aux conditions suivantes : ay >
ar—l,ap> —a;—let—2<a; <2.
On regroupe ensuite tous les cas possibles pour obtenir, dans le plan des coefficients (a;,
a»), le domaine de stabilité du filtre qui est un triangle : figure 4.5.

(©)
@) = mon(1)|

Ce qui donne :

|H (@)

1 + a3 + a3 +2a; (1 + az) cos(®) + 2a; cos(20)
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s

I

Triangle de stabilité
des RIl du 2™ ordre

iy = —

]

iy = lrrg

g = —aqy — 1

r:-_;:.l.ll—l

> (]

Filtre stable
@ Filtre instable

FIGURE 4.5 — Triangle de stabilité des filtres numériques du second ordre.

(d) En dehors de @ = 0 et @ = 27 x 0.5, I'annulation de la dérivée de |H (@)|* montre

qu’elle passe par un maximum pour cos(@y)

a1(1+a2)
EETE S

_a|(l+a2)

(e) Onacos(my) = s

et cos(2ay) =2~ -

a%(l-i—az)z

_ai(l+ay)

1 On a donc résonnance si

— 1, ce qui donne, apres calculs :

2/a

|H ()] =
(1 —ap)4/4az —a%
Pour z; = re/® et z, = re=79 (poles complexes conjugués) : ay = r? et a; = —2rcos(0)
et donc : |
|[H ()| =

(1—=r)(14r)sin(6)

La valeur du module de la réponse harmonique a la résonance est bien inversement
proportionnelle a la distance des pdles au cercle unité. Plus le pole est proche du cercle
(ay proche de 1) plus la résonnance sera forte. On peut donc lier la position des pdles
dans le cercle de rayon 1 du plan complexe avec 1’effet spectral produit.

® 1 1 1
21 22
(2) (1—z1z7H(1—2z") z—nl—-zz! z—z11—27!
77! -t sin((n+1)0)
—~—hn)="—"—un)=r"———-""un
) =52 = )

(g) La figure 4.6 propose une structure de réalisation pour ce filtre.
2. Cellule du second ordre générale
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x(n) —| y(n)

-ay Z-1
-az Z

FIGURE 4.6 — Struture de réalisation de la cellule du second ordre purement récursive.

(a)
y(n) =x(n)+bix(n—1)+byx(n—2) —ary(n—1) —axy(n—2)

2y (@) =X(2)+biz ' X(2) + b2z X (2) —anz 'Y (2) —arz Y (2)
D’ou la fonction de transfert :

Y(z)  14biz ' +byz?

H )= =
(2) X(z) 1+aiz'+ayz?
(b) |
H(z) = 1+biz " 4+ bz
(2) 1+a1Z‘1+azz_2X( thiz b )

(c) En cascadant la cellule du second ordre purement récursive (RII) et le filtre RIF (figure
4.7), on peut écrire les relations suivantes :

1 TZ!

Yi(z) =X(2) l+aiz7 " +axz?

yi(n) = x(n) —ary(n—1) —azy(n—2)

Y(2) =Yi(z) (1+biz" +baz ) EW(”) =y1(n) +biyi(n—1) +byi(n—2)

D’ou la structure de réalisation donnée par la figure 4.8. 1l s’agit d’une structure cano-
nique (une seule ligne a retard en cascadant RII puis RIF).

x(n) —{ RIl = Yi(N)—{ RIF |— y(n)

FIGURE 4.7 — Cascade d’un filtre RIF et d’un filtre RII.

(d) Pourby =1ona: Hgpr(z) =1 +b1z7 ' +z72. Etdonc :

Hrip (@) = e 7% (by +2cos(@)) = Arg [Hur (0)] = —@
On a bien une phase linéaire. On aurait pu dire que le temps de propagation de groupe
était constant en regardant hg;r = [1 by 1] qui est symétrique.
|
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X(n) — — y(n)
- | 7 b,
e%i l
+ —Q— .
-ay Z1 -b,
b T 4
& ®—

FIGURE 4.8 — Struture canonique de réalisation de la cellule du second ordre.

— Exemple de synthése RIl guidée. On se propose de synthétiser un filtre
passe-bas numérique de type RII. Le gabarit a respecter est donné par la figure suivante.

GdB(f) = 2010g‘ H(f) \

f.=0.16 £,=034 N
: : > f
SdB |
20 @3 |teemccscoscossacsassssass J/////

Gabarit numérique a respecter

Afin de simplifier les calculs la fréquence d’échantillonnage sera considérée égale a 1Hz.

1. La synthese de filtre RII est une méthode de syntheése numérique qui utilise la synthese ana-
logique. Cette synthese analogique a besoin en entrée d’un gabarit analogique a respecter.
On passera donc dans un premier temps du gabarit numérique sur H (f) au gabarit d’entrée
de la synthese analogique portant sur H(f). Tracez le gabarit a respecter par H(f).

2. Réalisation de la syntheése analogique :
(a) Premiere étape : on doit choisir une fonction modele analogique et régler ses para-
metres afin de satisfaire le gabarit souhaité. On impose dans cet exercice d’utiliser le
modele passe-bas de Butterworth, dont la fonction de transfert est donnée par :

1
’H(w)‘zz N
1+(2)

ou o, représente la pulsation de coupure. Montrez que le parametre N permettant au
modele de Butterworth de satisfaire le gabarit a moindre cofit est égal a 3.
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(b) Deuxieme étape : passer de |H(m)|* 2 H(p).

p=jo
d’otupour N =3:
1

Hp))=——

= H(p)H(—p)

0 s 1 s 2
(on oublie pour I'instant le o-, sachant qu’on remplacera p par 5~ a la fin).

Parmi les 6 poles de |H(p)|* (qui sont les racines sixidmes de 1'unité), 3 appartiennent
a H(p), 3 appartiennent a H(—p). On choisira comme pdles pour H(p) : po = —1,

p1= —% —J ? p2 = —% +j ? Expliquez ce qui conduit a ce choix. On en déduit
donc la fonction de transfert suivante :
H(p) 1
p =
(p+1)(P*+p+1)
soit en remplacant p par % :
3
(0)
H(p) = ‘
) (p+ @) (P + por+ ©7)

(c) Troisieme étape : Application de la transformée bilinéaire. Apres application de la
transformée bilinéaire sur H(p) on obtient la fonction de transfert suivante :

H(z) = Hi(2)H2(2)

e 0.43(1+z"!
Q)= S ()
3. Le filtre obtenu est il stable ? Justifiez votre réponse.
Le filtre obtenu est il résonnant ? Justifiez votre réponse.
5. On souhaite filtrer un signal x en utilisant le filtre RII synthétisé. En appelant y le signal de
sortie, proposer un programme matlab permettant de passer de x a y. Ce programme pourra

étre testé pour filtrer des sinusoides lors des séances de TP.

01354027z +0.13572
© 1-0.753z71+0.472

>

Correction.
1. Les atténuations du gabarit analogique restent identiques a celle du gabarit numérique mais
I’axe de fréquence doit subir la prédistorsion suivante :

tan (nf)

1
=7z

qui conduit au gabarit de la figure 4.9.
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GdB(f) = 201og| H(F) |
F 3

»f(Hz)
BB

30dB F------------mo - Wl

FIGURE 4.9 — Gabarit analogique a respecter

2. Réalisation de la syntheése analogique :
(a) Premiere étape : L atténuation pour ® = . = 27 f, est fixée a —3 dB, le parametre
N va permettre de satisfaire a I’atténuation minimale souhaitée en bande atténuée. On
souhaite :

10log, H_(L‘{)m < -30dB = lOlog%
,
ou w, = 2x f,. Connaissant w, = 27 x 0,175 rad/s, cela conduit a choisir N = 3.
(b) Deuxieme étape : Les pOles choisis sont a parties réelles négatives et conduiront donc a
un filtre stable.
On en déduit donc la fonction de transfert suivante :

1
H =
P = DT
soit en remplagant p par w% :
3
[0)
H(p) = e
V)= ra) (P + pa+ @)

(c) Troisieme étape : On obtient la fonction de transfert suivante :
H(z) = H(z)H>(2)

avec
_043(1 477" _ 0.13540.27z7' +0.1352

Hi(7)= T~ —
1(2) 1-0.29z71" 2(2) 1-0.753z71 +0.4z72
3. Le filtre obtenu est décomposé en un filtre du premier ordre qui est stable car son pdle

(0,29) est de module inférieur a 1 et un filtre du second ordre qui est également stable car
(a1,a2) = (—0.753,0.4) appartient au triangle de stabilité (voir exercice précédent).

4. Le filtre obtenu n’est pas résonnant car = 6.588 > 1 (voir exercice précédent).

ap (1+a2)
4ay
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5. Afin de filtrer un signal x en utilisant ce filtre RII, on pourra écrire sous Matlab :
vl = filter([0.43 0.43],[1 —0.29],x);

y = filter([0.1350.27 0.135],[1 —0.753 0.4],y1);
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