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1 Signaux aléatoires stationnaires

En premiere année, vous vous &tes intéressés a plusieurs classes de signaux déterministes pour lesquelles
vous avez défini trois quantités intéressantes en traitement du signal : la fonction d’autocorrélation,
la fonction d’intercorrélation et la densité spectrale de puissance. Apres avoir rappelé rapidement les
définitions de ces quantités, ce paragraphe étendra ces définitions aux signaux aléatoires stationnaires.

1.1 Rappels
1.1.1 Transformée de Fourier

Propriétés générales
TF. |
az(t) +by(t) = aX(f)+bY(f)
x(t —to) = X (f)e~2rito
z(t)et?mht = X(f = fo)
z* (1) = X*(=f)
x(t) . yt) =  X(f)xY(f)
z@®)xy®) = X(f).Y(f)
z(at + b) = +X (5) ei2me S

lal

() ) "
0 o @2nf) X ()

(—i2nt) () = X
H Formule de Parseval H Série de Fourier H

S @y Ot = Je XDV (Nf | 2 ene ™00 = 3 cud (F = nfo)
Jale@I*dt = Jo [X(N) df

Table de Tra(nsform‘ées de Fourier
T.F.

i = 5]
d(t) = 1
Rl = 57— 7o)
5 (t — to) = e~ 2m T
7 (1) = kgj (t—kT) = 7 Wy 7 (f)
cos (27 fot) =  S[6(f—fo)+6(f+ fo)]
sin (27 fot) = S [6(f—fo)=6(f+ fo)]
e—alt] — Wijﬂf?
e~ = e
II7 (t) = TSir;E;?f) = Tsinc(nTf)
A7 (t) = Tsinc? (nTf)
Bsinc(nBt) = s (f)
Bsin ¢? (7 Bt) = Ap (f)

17 (t) note une fenétre rectangulaire de support égal a 7T'.
A7 (t) note une fenétre triangulaire de support égal a 27" (de demi-base égale a T').

HT (t) * HT (t) =T AT (t)



1.1.2 Signaux déterministes a énergie finie

On dit qu’un signal a temps continu x(¢) est a énergie finie si

+o0o
E = / |l2(t)|?dt < .

Pour un signal a énergie finie 2:(¢), on peut définir sa fonction d’autocorrélation R,(7) et sa densité
spectrale d’énergie comme suit

Fonction d’autocorrélation : R, (1) = / x(t)x™(t — 7)dt
R
et
Densité spectrale d’énergie : s,(f) = TF[R,(7)] = / R, (7)exp (—j2r fr)dr
R

ol z*(t) désigne le complexe conjugué du signal x(¢). On notera que R, (7) est le produit scalaire entre
les deux signaux x(t) et z(t — 7), i.e., Ry(7) = (z(t), x(t — 7)) si on définit

qui est le produit scalaire des signaux a énergie finie. La fonction d’intercorrélation entre deux signaux
a énergie finie z(t) et y(t) est alors définie par le produit scalaire entre x(t) et y(t — 7), i.e.,
Fonction d’intercorrélation : R,, (1) = (z(t),y(t — 7)) = /

R
et on remarquera que £ = R, (0)

(x(t), (1))

x(t)y*(t — 7)dt

1.1.3 Signaux déterministes périodiques a puissance finie

On dit qu’un signal a temps continu z(t) est a puissance finie péridodique de période T'si x(t + T') =
x(t), Vt (périodicité de période T) et si

1
P=_
T/

On remarquera que si z(t) est a énergie finie, alors sa puissance est nulle. Par ailleurs, si x(¢) est a
puissance finie périodique, alors son énergie est infinie. On peut définir un produit scalaire pour les

r
2

lz(t)]?dt < oo.

N

signaux périodiques a puissance finie comme suit

Il est donc assez naturel de définir les fonctions d’autocorrélation et d’intercorrélation et la densité spec-
trale de puissance d’un signal périodique a puissance finie comme suit

T
1 rE
Fonction d’autocorrélation : R,(7) = (x(t),z(t — 7)) = / ’

= x(t)z*(t — 7)dt,
T/

= = ;/g w(t)y* (t — 7)dt
et



1.1.4 Signaux déterministes non périodiques a puissance finie
La derniere classe de signaux déterministes que vous avez étudiée 1’année derniere est la classe des

signaux déterministes non périodiques a puissance finie qui vérifient

[ N
= i [ o <o

Ces signaux admettent le produit scalaire

T
2
et donc
1 rE
2
Fonction d’autocorrélation : R, (7) = (x(t),z(t — 7)) = lim — / x(t)x* (t — 7)dt,
T—+oo T z
1 rE
2
Fonction d’intercorrélation : R,,(7) = (z(t),y(t — 7)) = lim / x(t)y*(t — 7)dt
T—+oo T’ _%
et

Densité spectrale de puissance : s, (f) = TF[R,(7)] = / R, (7)exp (—j2mfr)dr.
R

1.2 Signaux aléatoires stationnaires

1.2.1 Définition

Cette année, nous allons étudier une classe de signaux aléatoires tres utile pour les applications pratiques
qui regroupe les signaux stationnaires au sens large (appelés aussi stationnaires a I’ordre 2) et que
nous appellerons par simplicité signaux stationnaires vérifiant

E[z(t)] =m (moyenne indépendante du temps)
et
Elz(t)z*(t — 7)] = Rz(7) (quantité indépendante du temps).
La premiere propriété indique que la moyenne probabiliste du signal x(¢) a un instant donné ¢ ne dépend
pas de cet instant ¢ et est donc égale a une constante notée m, ce qui fait penser a un régime permanent
ou a une sorte de stationnarité appelée stationnarité a I’ordre 1. La seconde propriété indique que le lien
entre x(t) et x(t — 7) (défini par E[x(t)z*(t — 7)], ce qui sera expliqué plus tard) ne dépend que de 7,
qui est la largeur de I'intervalle |t — 7,¢[ ou ]¢,¢ — 7] (suivant le signe de 7). On supposera que m et
R, (7) sont des quantités bien définies, ce qui est le cas pour les signaux vérifiant
P = Ellz(t)]?) < o0

appelés signaux aléatoires a puissance moyenne finie. Cette classe de signaux admet un produit
scalaire

et donc on peut définir
Fonction d’autocorrélation : R, (1) = (x(t),z(t — 7)) = E[z(t)z*(t — 7)],
Fonction d’intercorrélation : R, (1) = (z(t),y(t — 7)) = Elz(t)y"(t — 7)]
et

Densité spectrale de puissance : s, (f) = TF[R,(7)] = / Ry(7)exp (—j2n fr)dr.
R

Le spectre des signaux aléatoires stationnaires est donc naturellement défini par cette densité spectrale
de puissance s;(f) = TF[R.(7)] avec Ry (1) = (x(t),z(t — 7)) = E[z(t)z*(t — 7)].



1.2.2 Liens entre densité spectrale et transformée de Fourier
Vous avez vu I’année derniére que pour un signal a énergie finie, on a

sa(f) = 1X ()

ol X(f) = TF[x(t)] = [ x(t) exp(—j2m ft)dt est la transformée de Fourier du signal x(t) (qui existe
pour tout signal a énergie finie). La densité spectrale d’énergie est donc homogene au module carré d’une
transformée de Fourier.

Pour les signaux périodiques a puissance finie, on a

W= 3l <f—;>

k=—o00

ou les coefficients ¢ sont obtenus par décomposition en série de Fourier du signal périodique x(t)

+oo
x(t) = Z cx exp(—j2km ft).

k=—00

X(f) = f Ck(s(f—;),

k=—o0

Comme

on observe que les coefficients des raies spectrales de la densité spectrale de puissance d’un signal péri-
odique sont homogenes aux modules des carrés des coefficients de sa transformée de Fourier.

Pour les signaux aléatoires stationnaires, on admettra que

so(f) = Jim B [1Xr ()]

avec .
7 .
Xr(f) = [ a(t)exp(-s2msoyin,
-z
ce qui indique que s,(f) est une quantité positive homogene au module carré d’une transformée de
Fourier calculée sur une fenétre ] —%, +% [ Mais on montrerait que la transformée de Fourier d’un

signal aléatoire stationnaire n’est pas définie !!

1.2.3 Exemples

e Exemple 1 : Sinusoide
x(t) = Acos(2m fot + 6)

6 va uniforme sur [0, 27].

— Fonction d’autocorrélation )

R.(7) = % cos(2m foT)

— Densité spectrale de puissance

A2
sa(f) = = 10(f = fo) +8(f + fo)]
e Exemple 2 : bruit blanc
— Fonction d’autocorrélation N
Ry (1) = —>4()
— Densité spectrale de puissance
(f) =20
S = —
’ 2



1.2.4 Propriétés de R, (7) et s, (f) pour un signal aléatoire stationnaire
1. Fonction d’autocorrélation
e Symétrie hermitienne
R (—7) = conjugué de E[z(t)z*(t+7)] = Elz*(t)x(t+71)] = E[z(t+7)z*(t)] = Ry(T).
e Valeur maximale a ’origine
| R (7)| < Ra(0)
Appliquer inégalité de Cauchy Schwartz.

e distance entre z(t) et z(t — 7)

Cla(t), z(t — )] = [[e(t) — 2(t — )|
= (z(t) —xz(t —71),2(t) —z(t — 7))
= Ry(0) — Ro(7) — Ro(—7) + Re(0)
= 2[R(0) — Re{Rx(7)}]

)

donc R;(7) mesure le lien entre z(t) et x(t — 7).

o R,(1) = Ri(7 + Ra(7), ou R;(7) est une somme de fonctions périodiques et Ra(7) est
une fonction qui tend vers 0 lorsque |7| — oo (voir [1, Section 4.9] pour plus de détails).
On notera que le fait que Ry (7) tende vers O lorsque |7| — oo découle du fait que c’est
la transformée de Fourier inverse d’une densité spectrale de puissance et du théoreme de
Riemann-Lebesgue.

2. Densité spectrale de puissance

o s;(f)eR
De plus si x(t) est un signal réel, alors Rx (7) € R donc s.(f) est réelle paire.
e s:(f) =0
L1
En effet s,(f) = lim 7B [1X2(f)?].

o Intégrale

/ sz(f)df = R,(0) = Puissance
R

o sx(f) = s1(f) + s2(f), ou s1(f) est un spectre de raies et sy(f) est un spectre continu
(décomposition de Lebesgue)

1.3 Ergodicité

1.3.1 Généralités

Lorsqu’on veut montrer qu’un signal aléatoire X (¢) est stationnaire (au sens large), il faut vérifier que
E[X(t)] et E[X(t)X (t—7) sont deux quantités indépendantes du temps, ce qui nécessite en pratique de
calculer des moyennes statistiques 2 partir de plusieurs réalisations de X (t) notées X (¢),i = 1,..., N
ol NN est le nombre de réalisations (appelées parfois trajectoires) de X (¢). Par exemple pour la moyenne,
on peut déterminer la moyenne statistique de X (t) définie par

1L
m(t) = > X0
=1

avec un nombre de réalisations N suffisamment grand (pour que m(t) soit une bonne approximation de
E[X(t)], en vertu de la loi des grands nombres) et vérifier que cette quantité ne fluctue pas trop et peut



donc étre considérée comme une constante. Mais cette approche nécessite d’avoir a notre disposition
plusieurs réalisations de X (¢), ce qui peut étre contraignant. Dans les applications pratiques, il est
évidemment plus simple de déterminer la moyenne de X (¢) a I’aide d’une moyenne temporelle

_ 1 E
Xr=2) X(t)
=1

N

a partir d’une seule réalisation de X (), o les instants ¢; sont les instants d’échantillonnage de X (¢). La
notion d’ergodicité (au premier ordre pour la moyenne, au second ordre pour la fonction d’autocorrélation,
...) précise dans quelles conditions on peut estimer la moyenne statistique de X (¢) a1’aide de sa moyenne
temporelle Xr.

On dit qu’un signal aléatoire a temps continu X (¢) est ergodique au premier ordre si

T
Yy = ;/{) X (u)du Tj—}oo E[X(t)]

¢’est-a-dire si la moyenne temporelle Y7 converge vers la moyenne statistique F [ X (¢)] (qui est indépen-
dante de ¢ pour un signal stationnaire et sera notée m). On notera que la limite dans I’équation précédente
est calculée au sens de la convergence en moyenne quadratique, ¢’est-a-dire

Yr =% B[X(t)]=m<e lim E[(Yr—m)?] =0.

T—+o00 T—00

On remarquera que si X () est un signal ergodique au premier ordre, alors

E[X(t)] = lim Yy

T—o0

et comme cette limite (au sens de la convergence en moyenne quadratique) ne dépend pas de ¢, le signal
X (t) est nécessairement stationnaire au premier ordre. L’inverse est faux, comme nous le verrons sur
certains exemples. La propriété d’ergodicité est donc plus forte que la stationnarité.

1.3.2 Exemples

e [ e secteur
X (t) = Acos (27 fot + 0)

avec A = 220/2, fo = 50H z et § uniformément répartie sur ]0, 27r[. Nous savons que le signal

X (t) est de moyenne nulle E[X ()] = 0 et de fonction d’autocorrélation E[X (t)X (¢t — 1) =

‘%2 cos (27 fo1). Le signal X (¢) est donc ergodique au premier ordre si

1 [T mq
Yr == X(u)du — 0.
T T/O (u) uT—H—oo

Mais

T
YTzl/ A cos (27 fou + 0) du
T Jo

_ [A sin (27 fou + 9)]“:T )

27Tf0 u=0
_ Asin 27 foT + 0) — Asin(0)
N 27 foT

donc
A

Y| < ——
‘T’—wfoT



et par suite
A2
21 _ 2
ce qui prouve que le signal X (¢) est ergodique au premier ordre.
e Le carré du secteur

X(t) = Acos®(2nfot +6)

1 1
= A §+§cos(47rf0t+29)

ol @ est une variable aléatoire uniformément répartie sur ]0, 27| et A une variable aléatoire de
moyenne m 4 et de variance 0124 > ( indépendante de . La moyenne de X (¢) est alors

Par ailleurs

A T
Yr=— / [1 + cos (47Tf0u + 29)] du
2T J,
A A [sin (47 fou + 20) u=T 3)
2 2T 4 fo w0
A . A [sin (4n foT + 26) — sin (20)
2 2T 47 fo ‘
donc A (A
mq _
Yo oo 2 7 BEOI= =

ce qui prouve que le signal X (¢) n’est pas ergodique au premier ordre (sauf si A = E[A], ce qui
signifie que A est constante).

o Autres exemples de signaux non-ergodiques

— Amplitude aléatoire
X(t)=V
avec V variable aléatoire uniforme sur |0, Vj| (avec par exemple V) = 10 volts).
— Modulation du secteur
Z(t) = X(t) exp (—j2m fot)
avec X (t) = Acos (27 fot + 0) le secteur défini ci-dessus.

1.3.3 Théoréme

Enoncé

Pour un processus aléatoire stationnaire au sens large X (¢) de moyenne E [X(t)] = m, de fonc-
tion d’autocorrélation Ry (1) = E[X(t)X* (t — 7)] et de densité spectrale de puissance sx(f) =
TF[Rx (7)]),ona

T mq 2
Yr =g [y X(u)du "% m e ASx (0) = |m] )
avec ASx (0) = Sx (07) — Sx (07) et sx (f) = dsil}(f)'
Preuve
Comme

E||Yr —ml’| = B [vrY7] - m/

9



il suffit de montrer que
E[YrY;] = ASx (0).

Par utilisation de 1’isométrie fondamentale X (t) <+ /2™t , on a

j2nft _ q 2
e e e L

VT ﬁ +oo
Rt
—o0 - %

T
= h+L+13

2

sx(f)df

ej27rfT -1
2w fT

=

=

On exprime alors les trois intégrales comme suit

Intégrale I3

2

sx (f)df

+o00 ej27rfT -1
b [
1 2w fT
+oo 4
/1 47T2f2T25X(f)df
VT

+o0o
[ et < T

VT

3

IN

<

IN

ol Rx (7) est la fonction d’autocorrélation du signal X (¢).

’ Intégrale I; ‘

Résultat similaire aprés changement de variables u = — f.

’ Intégrale I ‘

_1 ; 2
77 |er?2mIT _

I = S

2 /_1 J2nfT dSx(f)
VT

On pose

S _ Sx(f) <0
SX(f)_{SX(f))—(ASX(O) F20

Par construction, en notant U (f) I’échelon de Heaviside, la fonction Sx (f) = Sx (f) — ASx (0) U(f)
est continue en f = 0. Alors :

2

1 .
VT 27T
L = / Ca—— )
-4 j2n fT
1 ; 2
vT e T 17
= asc )+ [T B

Puisque pour z > 0, on a

IN

x .
/ e"du
0

e = 1]

x .

/ ‘ew‘ du=zx
0

x’

A

10



on en déduit

T7 |ef2mIT _ 112
I, — ASx (0) = W dSx(f)
T
< f

st 5+ (o) -5+ ()

Par continuité de S (f) et par passage a la limite 7" — +o00, on en déduit [ = ASx (0).

Utilisation

e Le secteur
Puisque E'[X (¢)] = 0, il suffit de vérifier que ASx (0) = 0, ce qui est immédiat. En effet, puisque
EXt)X(t—71)= A; cos (27 fo7), la densité spectrale de puissance de X (t) est

A2
sx(f) = [ (f = fo) +6(f + fo)]

et son intégrale s’écrit ,
A
Sx(f) = U(f = fo) + U(f + o)l

d’ou
ASx (0) = 0.

Ceci confirme que le secteur est un signal ergodique au premier ordre.

e Le carré du secteur

La fonction d’autocorrélation du carré du secteur est

EXt)X(t—71)] = E{fQ] E {[1 + cos(4m fot + 20)][1 + cos(4r fot — 4m for + 20)]]}
E[A?]
EXt)X(t—71) = 1 E {[1 4 cos(4m fot 4+ 20)][1 + cos(4m fot — 4m for + 20)]]}
2 2
= E[f ] + E[gl ] cos(4m foT),
d’ot la densité spectrale de puissance
2 2 2
sx(r) = 28s(p) + Bl o) + B 51 12
et son intégrale
A2 A2 A2
sx(9) = 280+ B (s g0y + B (s + 250
On en déduit
ASx (0) —m?* = E[A7 — m—‘%‘ = ﬁ

4 4 4

qui est différent de O lorsque A est une variable aléatoire (non constante). Ceci confirme que le
carré du secteur est un signal non ergodique.

11



1.3.4 Résultats intéressants

e Un signal aléatoire x(t) est ergodique au premier ordre si et seulement si

1 T
T /0 ex(r)dr  —— 0

o cx (1) = E[X(t)X*(t — 7)] — |m|? est 'autocovariance de X (t).

e Condition suffisante d’ergodicité au premier ordre : si cx (7) - 0, alors x(t) est ergodique au
T—1+00

premier ordre.

Les preuves de ces résultats sont disponibles dans le livre de Papoulis [2] (voir Eq. (12.7) p. 526 et Eq.
(12.10) p. 527).

1.4 Exercices sur les signaux stationnaires
1.4.1 Exponentielle complexe d’amplitude uniforme et de fréquence aléatoire de loi de Laplace
On considere un signal aléatoire Z(t) défini par

Z(t) = Aexp [2jn Bt]

ol j2 = —1, A est une variable aléatoire uniforme sur | — 1,41, B est une variable aléatoire indépen-
dante de A possédant une loi de Laplace de densité

£(5) = 5 exp(~[bl),b € R.

On rappelle qu’une variable aléatoire A uniforme sur ] — 1, 1] vérifie E[A] = 0 et E[A2%] = 1/3.

1. Montrer que Z(t) est un signal aléatoire stationnaire.

Le signal Z(t) est stationnaire si sa moyenne F[Z(t)] et sa fonction d’autocorrélation E[Z () Z*(t—
7)] sont des quantités indépendantes du temps. En utilisant le fait que les variables aléatoires A et
B sont indépendantes, on obtient

E[Z(t)] = E[A|E {exp [2jnBt]} = 0 (car E[A] = 0).
De méme
E[Z(t)Z*(t — )] =E[A%|E {exp [2jnBt] exp [-2jnB(t — 7)]}

:%E [exp (2j7BT)] 5)

qui est une quantité indépendante de ¢. Le signal Z(t) est donc stationnaire au second ordre.

2. Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de Z(t).
D’apres la question précédente

EZ)Z"(t - 7)]

&

[exp (2j7 BT)]

8

exp (2j7bt) p(b)db

exp (2j7br1) exp(—|b|)db. (6)

S~ Wk Wl
\\

|
8



On peut calculer cette intégrale de manicre directe

0 00
exp (2jmbr) exp(b)db + / exp (2j7bt) exp(—b)db
—00 —o0o 0

1 1 2

/OO exp (2j7br) exp(—|b|)db :/

== = . 7
2jmT + 1 + 1—2jmr  4m272 41 7
ce qui permet d’obtenir
1
Rz(7) = 3(1+4n272)’
Mais on peut aussi remarquer que
1 [e.9]
E[Z(t)Z"(t — T1)] :6/ exp (2j7b1) exp(—|b|)db
1 oo
— | exp@imsr)exp(- )
—00
1
— T ! { *|fq
5 e
1 2 1
= — = . 8
6 1+ 4an2r2  3(1+4n?r2) ®

La densité spectrale de puissance du signal Z(t) est

s7(f) = TF[Rz(7)] = ée—‘ﬂ.

3. On considere un filtre de transmittance H (f) = eI/l dont I’entrée est le signal Z(t). Déterminer
la fonction d’autocorrélation du signal de sortie W () = Z(t) * h(t) avec h(t) = T [H(f)].
D’apres la relation de Wiener-Lee

sw(f) =sz(f)IH(f)]
:éefm o o8Il _ %efﬂf\.

Donc
1 1 2 x 49 7

1
R —TF ! |2 I = — = .
w(7) {66 749 an2r2 T 3(49 1 4n2r2)

6

1.4.2 Ergodicité de la somme de deux signaux

On considere le signal X (¢) défini par X (t) = X1 (t) + AX5(t), ou A est une variable aléatoire uniforme
sur{0,1} (i.e., P[A = 0] = P[A = 1] = 1/2), et X;(t), X2(t) sont deux signaux aléatoires stationnaires
de moyennes m; et mg, de fonctions d’autocorrélation R;(7) et Ro(7) et de densités spectrales de
puissance s1(f) et s2(f). On suppose également que A, X (t) et X2(¢) sont mutuellement indépendants.

1. Déterminer la moyenne, la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de X ().
Ona m
2
E[X(t)] = E[X1(t) + AXs(t)] = m1 + -
De plus

EIX()X(t - 1)) = B{X1(t) + AXa(O)[X1(t - 7) + AXa(t — 7))}

13



En développant, on obtient
1
Rx(T) = Rl(T) + QRQ(T) + mims.

La densité spectrale de puissance de X (¢) s’écrit donc

sx() = 1) + 592(0) + mumad(f).

2. Ensupposant que X (t) et Xo(t) sont des signaux aléatoires ergodiques au premier ordre, a quelles
conditions sur m; et my le signal aléatoire X (¢) est-il également ergodique au premier ordre ?
On a

Sx(f) = 81(1) + 352(f) + mamaU(f).
Donc

ASx(0) = Sx(0F) — Sx(07) = AS1(0) + %ASQ(O) + mams.

Le signal X (t) est ergodique au premier ordre si ASx (0) — (mq + %)2 = 0. Comme X (¢) et
Xo(t) sont ergodiques au premier ordre, on a AS;(0) = m? et AS,(0) = m2. Donc

ma\ 2 1 ma\2 1
ASx(0) — (ml + 72) =mi + Qm% +mimg — <m1 + 72) = Zm%

Le signal aléatoire X (¢) est-il donc ergodique au premier ordre si et seulement si mg = 0

1.4.3 Exponentielle complexe de fréquence et phase aléatoires

On considére un signal aléatoire x(t) défini par

z(t) = exp [j(2m ft + )]

ou f est une variable aléatoire de densité p(f) et ¢ est une phase constante appartenant a 1’intervalle
10, 27

1. Exprimer la moyenne du signal z(¢) en fonction de ¢ et de la transformée de Fourier inverse de
p(f). Le signal x(t) est-il stationnaire ? Calculer la moyenne de x(t) dans les deux cas suivants

e f est uniforme sur lintervalle [fy — Af, fo + Af], ou fo et Af sont des constantes telles
que fo > Af
e la densité de probabilité de f est gaussienne autour de la fréquence fy, i.e.,

p(f) = expl=n(f = fo)?], feER.

2. Calculer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de z(t) dans le cas ou f
est uniforme sur Uintervalle [fo — Af, fo + Af] avec fo > Af.

La moyenne du signal z(t) est
Ble(t) = B [een] = o [ ety
d’ot |
Elx(t)] = e?*TF " [p(f)] -

En général, TF~! [p(f)] dépend de ¢ (sauf cas exceptionnel p(f) = constante x §(f)) donc x(t) est un
signal aléatoire non-stationnaire.
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e Si la fréquence f est uniforme sur sur lintervalle [fo — Af, fo + Af], ou fo et Af sont des
constantes telles que fo > Af,ona
1

TE ()] = TF |5

Hony(f = fo)| = SiHC(Q?TAf)efj27"f0t
d’ou | |
E[x(t)] = €]¢Sinc(27rAf)eJ27ffot.
e Sip(f)=-exp[—7(f— fi 0)2]3 f € R, alors (en utilisant la TF inverse d’un décalage fréquentiel)
TE ! [p(f)] = /> TF ! [exp(—m f2)] = e/2mfote="
d’ou
E[z(t)] = exp(jo + j2m fot — 7rt2),

Dans le cas ol f est uniforme sur I'intervalle [ fo—Af, fo-+A f] avec fo > Af,1afonction d’autocorrélation
de x(t) est

o . . , fotaAf 1
Elz(t)z*(t —7)]=E emeﬂ’rfte_J¢6_J2”f(t_T)} =F [eﬂ”ﬁ} = / i —
fo-Af 20f
Des calculs élémentaires conduisent a
R (1) = E[z(t)z*(t — 7)] = e/>™Tsinc(2r AT).
La densité spectrale de puissance de z(t) est donc définie par
(f) = TRIR(r)] = 8(F — fo) * 55 TTaas () = 5x s Taas(f — o)
= = — X — = —_—— j— .
Sx x\T 0 IAF 2Af INf 2Af 0

Corrections : voir examen 1SN du 16 janvier 2020, http://tourneret.perso.enseeiht.fr/SignalProcessing/

1.4.4 Exponentielle complexe d’amplitude binaire et de fréquence aléatoire de loi uniforme

On considére un signal aléatoire x(t) défini par
x(t) = Aexp [j27 Bt]

ot j2 = —1, A est une variable aléatoire uniforme sur {—1,+1}, c’est-a-dire P[A = 1] = P[A =
—1] = 5 et B est une variable aléatoire indépendante de A et de loi uniforme sur I’intervalle |0, 1[. On
rappelle qu’une variable aléatoire uniforme sur I'intervalle ]0, 1[ possede la densité

[ 1sib€]0,1]
p(b) = { 0 sinon

Montrer que z(t) est un signal stationnaire et déterminer la densité spectrale de puissance et la puissance
du signal z(t).

Comme les variables aléatoires A et B sont indépendantes, la moyenne du signal z(t) est
Elx(t)] = E[A] x E [exp (j2nBt)] .

Mais E[A] =1 x $+ (1) x 1 =0dob



La focntion d’autocorrélation de x(t) est

Elz(t)z*(t — 7)] =FE[A?] x E [exp(j27B7)]

1
= / exp(j2mwbr)db
0

€j27rT -1
- j2nT
Comme E[x(t)] et E[x(t)x*(t — 7)] ne dépendent pas de ¢, le signal x(t) est stationnaire (au second
ordre). La densité spectrale de x(t) est s, (f) = TF[R,(7)], i.e.,

] = TF [¢/""sincrT] :Hl(f)*5<f—;> =11 (f— ;)

- ejm‘ _ e—j7r7'
sz(f) =TF |e e

La puissance du signal x(t) est

1.4.5 Prédiction pour un signal aléatoire stationnaire

Soit z(t) un signal aléatoire stationnaire réel de fonction d’autocorrélation R, (7).
e Exprimer E[(z(t) — z(t — 7))?] en fonction de R,(7) et de R,(0). Qu’en déduit-on sur la signi-
fication de R, (7) ?

Il suffit de développer le terme a I’intérieur du carré et d’utiliser les propriétés classiques de
I’espérance d’un signal aléatoire sationnaire

E[(z(t) — z(t — 7))?] = El2%(t)] + E[2*(t — 7)] — 2B[z(t)x(t — 7)] = 2R,(0) — 2Ry (7).

Plus R, () a une grande valeur, plus E[(z(t) — z(t — 7))?] (qui est le carré d’une distance entre
x(t) et z(t — 7)) a une petite valeur. Donc R, (7) mesure le lien entre z(t) et z(t — 7).

e Linstant 7 étant connu, déterminer en fonction de R,(7) et de R;(0) le réel a (noté a(7)) qui
minimise g(a) = E[(x(t) — az(t — 7))?]. Déterminer g [a(7)] en fonction de R, (7) et de R,(0)
et justifier, en utilisant une propriété de la fonction d’autocorrélation, le fait que le résultat obtenu
est positif. Que représente a(7)x(t — 7) ?

Ona

g(a) = E[2*(t)] + a*E[z*(t — 7)] — 2aE[z(t)z(t — 7)] = Rz(0) + a*R.(0) — 2aR.(7).

qui est maximale pour la valeur de a annulant sa dérivée

g'(a) =0 & 2aR,(0) — 2R,(7) =0 & a = Zﬁgi
On pose alors
= oy
d’ot
o-sao ] o3 -

Pour montrer que le résultat est positif, il suffit de factoriser par R, (0)

R3(7)

R3(0)

et d’utiliser le fait qu’une fonction d’autocorrélation est maximale en 7 = 0. Le terme a(7)x(t—7)
représente la meilleure prédiction linéaire de x(t) a partir de x(t — 7).

g [(r)] = Ra(0) [1 -
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2 Filtrage linéaire

En premiere année, vous vous &tes intéressés au filtrage linéaire des signaux déterministes. L’ objectif de
ce paragraphe est d’étudier le filtrage des signaux aléatoires stationnaires et en particulier de vérifier si
les résultats obtenus dans le contexte de signaux déterministes se généralise aux signaux aléatoires.

2.1 Rappels

Le filtrage d’un signal déterministe x(¢) par un filtre de réponse impulsionnelle /() est défini par une
opération de convolution qui produit un signal y(t) tel que

() =o(t) s h(t) = |

R

z(s)h(t — s)ds = / h(s)z(t — s)ds = h(t) * x(t).
R

Pour que le filtre soit réalisable, il faut que la réponse impulsionnelle soit réelle (pour éviter qu’une
entrée réelle puisse fournir une sortie a valeur complexe), causale (i.e., h(t) = 0si ¢t < 0 pour que la
sortie du filtre a I’instant ¢ ne dépende que des entrées aux instants inférieurs 2 t), dans L' (i.e., telle que
Jg |P(u)]du < +o0 pour que le filtre soit stable, c’est-a-dire que la sortie soit bornée pour toute entrée
bornée).

On remarquera que toute opération linéaire n’est pas un filtre (considérer par exemple y(t) =
m(t)x(t) ou y(t) = =(0)) et que dans le cas de signaux déterministes, on vérifie qu’une opération
est un filtre linéaire en utilisant la propriété

y(t) = x(t) « h(t) & Y (f) = X(F)H(f)

ou X (f) = TF[z(t)] et H(f) = TF[h(t)]. La fonction h(t) s’appelle réponse impusionnelle (car
si z(t) = d(t), on ay(t) = h(t) * 6(t) = h(t)) tandis que sa transformée de Fourier H(f) s’appelle
transmittance ou fonction de transfert. Les relations entre les fonctions d’autocorrélation et densités
spectrales de x(t) et de y(t) s’appellent les relations de Wiener-Lee rappelées ci-dessous

e Densité spectrale de puissance

sy(f) = so(NIH)?

e Intercorrélation

Ry (T) = Ry(7) * h(T)

e Autocorrélation

2.2 Filtrage des signaux aléatoires
Le filtrage des signaux aléatoires stationnaires est défini par une opération de convolution

y(t) = a(t) * h(t) = /

R

z(s)h(t — s)ds = / h(s)z(t — s)ds = h(t) * x(t).

R

ou les intégrales sont définies au sens de la convergence en moyenne quadratique.

2.3 Identification d’une opération de filtrage linéaire
2.3.1 Définition

Pour identifier une opération de filtrage linéaire, on peut utiliser le fait qu’il existe une isométrie entre
I’ensemble des signaux aléatoires engendrés par un processus aléatoire stationnaire x(¢) (i.e., I’ensemble
des combinaisons linéaires de la forme fo:l apx(ty) et des limites des suites de variables aléatoires
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ayant cette forme notées lim ZkN ", ak,x(tk,)) et 'ensemble des fonctions a valeurs complexes en-
n—+0o0o n

gendrées par exp(j27 ft) (i.e., ’ensemble des combinaisons linéaires de la forme fo:l ay, exp (27 fty)
et des limites des suites de variables aléatoires ayant cette forme notées hr}rl Z,]j " Gk, exp(2m fty,.)).
n——+00 n

L’espace des signaux aléatoires engendré par z(¢) est muni du produit scalaire

(u(t), v(t))1 = Elu(t)v”(t)]

tandis que 1’espace des fonctions complexes engendré par exp(j27 ft) est muni du produit scalaire

(a(t), b(t))2 = / a(t)6* ()32 ().

R

Le fait qu’il existe une isométrie entre ces deux espaces découle de 1’égalité suivante
Ry(7) = Ele(t)z*(t — )] = (@(t), (t — 7))
et du fait que

Ry(7) = TF ' (s4(f)) = /Rsa:(f) exp(j2mfT)df = (exp(j2m ft), exp(j2m f(t — T)))2.

Pour plus de détails, on pourra se reporter a I’excellent livre de Yaglom [3]. On notera z(t) <> exp(j2m ft)
le fait que x(t) admette exp(j27 ft) comme correspondance par I’isométrie. On en déduit

x(t) x h(t) = /Rh(s)x(t — 5)ds <> /Rh(s) explj2m f(t — s)|ds = exp(j2r ft)H(f)

qui caractérise I’opération de filtrage linéaire. On en déduit le résultat suivant

Pour vérifier qu’une opération y(t) = T'[x()] est une opération de filtrage linéaire, on remplace z(t) par
exp(j2m ft) dans I’expression de y(¢) et on factorise par exp(j27 ft). Si le terme devant exp(j27 ft) ne
dépend que de f (et pas de t), on le note H(f) et on a une opération de filtrage linéaire avec un filtre
de transmittance H (f). Si le terme devant exp(j2 ft) dépend de ¢, on n’a pas une opération de filtrage
linéaire.

Ce résultat peut également s’expliquer a 1’aide de la notion de réponse harmonique : si on met

un signal de fréquence fy a I'entrée d’un filtre, i.e., z(t) = exp(27fot), la sortie du filtre est égale-
ment une fréquence pure mais dont I’amplitude est la phase ont été modifiées par le filtre, i.e., y(t) =

H(fo) exp(27 fot).

2.3.2 Exemples

e Exemple 1: y(t) = 2/(t)

x(t+h) —x(t) o Tim exp(j2m f(t + h)) — exp(j2m ft)
h

ay A o = (j2nf) exp(j27 ft).

Comme H(f) = j2mf est indépendant de ¢, y(t) = 2/(t) est la sortie d’un filtre linéaire de
transmittance H (f) = j2x f (appelé filtre dérivateur)

e Exemple 2: y(t) = S0 apax(t — ty)

K K

y(t) < Z ar exp(j2nf(t — tx)) = exp(27 ft) Zak exp(j2m fty,)

k=1 k=1

Comme H(f) = Zle ay exp(j2m fty) est indépendant de ¢, on a une opération de de filtrage
linéaire avec un filtre de transmittance H ( f) (appelé filtre multi-trajets)
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e Exemple 3 : y(t) = xz(t)m(t) avec m(t) indépendant de x=(t)

x(t)ym(t) <> exp(j2m ft)m(t).
La correspondance de z(t)m(t) ne peut pas s’écrire exp(j27 ft)H (f) car m(t) est une fonction
de t (et pas de f) donc I’opération qui a x(t) associe x(t)m(t) n’est pas une opération de filtrage
linéaire.
2.4 Relations de Wiener-Lee

Les relations de Wiener-Lee sont valables pour des signaux aléatoires stationnaires, comme le montre
cette partie.

e Intercorrélation

Ry (T) = Ry(7) * h(T)

Pour démontrer cette relation, il suffit d’exprimer le produit scalaire a 1’aide de I’'isométrie

Rye(7) = Ely(t)z*(t — 7)]
= (y(t), z(t = 7)1
= (exp(j2n f)H(f), exp(42m f(t — 7))z

_ /R exp(G2rm O H(f) exp(—j2n f(t — 7))su(f)df

©
= [ exptizerr)s Ny
= TF ' [H(f)s2(f)]
= R, (7) * h(7).
e Autocorrélation
Ry(7) = Ry(7) * h(T) * h*(—7)
On procede comme ci-dessus
Ry(1) = Ely(t)y*(t — 7)]
= (y(t),y(t —7)h
= (exp(j2m ft)H(f),exp(j2m f(t — 7)H(f))2
— [ exp(i2nfOH () exp(~2n (= ) H (Dol 1) 0
R

= [ HUOH (£ exp(im fr)sa(£)df

= TEY[|H(f)|*s2(f)]
= Ry (7) % h(7) * h*(—7).

e Densité spectrale de puissance

sy(f) = sa(f)H ()

Comme s, (f) = TF[R,(7)], le résultat découle de I’avant derniére ligne de I’équation précédente.

e Moyenne
La moyenne de la sortie d’un filtre vérifie la relation suivante




En effet

Ely(t)] = Elx(t) * h(t)]
=F [/R h(s)z(t — s)ds}
= /Rh(s)E[x(t— s)]ds (11)
— Ela(t—s)] /R h(s)ds
= Elx(t)]H(0)

ol on a utilisé I’égalité E[x(t — s)| = E[z(t)] qui découle de la stationnarité du signal x(¢).

e Formule des interférences
Cette formule exprime I’intercorrélation entre les sorties de deux filtres de transmittances H;(f)
et Hy(f) de méme entrée x(t). Ces deux sorties sont donc définies pas y1(t) = x(t) * hy(t) et
ya(t) = x(t) x ha(t) etona

Ely (03t — 7)) = /R Hy(f)H3 (f) exp(j2n fr)s. (F)df.

La preuve est similaire a celle utilisée pour déterminer I’ autocorrélation de la sortie d"un filtre
Ry (1) = Elyr(H)ys(t — 7))
= (W1(t), y2(t = 7)1
= (exp(j2m ft) H1(f), exp(j2m f(t — 7) H2(f))2

(12)
- /R exp(j2m fO) L (f) exp(—g2m f(t — 7)) H (f)salf)df

_ /R Hy(f)H;(f) exp(j2m f7)s0(f)df.

Cette relation montre par exemple que si les deux canaux H; (f) et Ha(f) ont de supports disjoints
(ce qui implique Hy(f)Ha(f) = 0, ona Eyi(t)ys(t — 7)] = 0, ce qui signifie que les signaux
y1(t) et y2(t — 7) sont décorrélés, ce qui n’est pas tres intuitif car I’entrée des deux filtres est la
méme !!

2.5 Filtrage adapté
2.5.1 Définition

L’ objectif du filtre adapté (matched filter en Anglais) est de débruiter un signal déterministe connu
noyé dans un bruit additif. On suppose donc qu’on observe le signal :(¢) défini par

x(t) = s(t) + n(t), t€[0,T]

ol s(t) est un signal déterministe a énergie finie connu et n(t) est un signal aléatoire stationnaire de
moyenne nulle et de densité spectrale de puissance s, (f). On cherche a débruiter le signal x(¢) a I’aide
d’un filtre de réponse impulsionnelle h(t) et de transmittance H (f). La sortie de ce filtre est définie par

y(t) = ys(t) + yn(t) = s(t) * h(t) +n(t) * h(t).
Le filtre adapté (au signal s(¢) connu) est obtenu en maximisant le rapport signal sur bruit
Y2 (to)
Eyi(to)]

qui est le rapport des puissances du signal y et du signal y,, a I’instant de décision ¢ (le choix de ¢y sera
discuté plus tard).

SNR(ty) =
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2.5.2 Expression du filtre

Des calculs élémentaires permettent d’obtenir I’expression suivante du rapport signal sur bruit

y2to) e HUS(f)er Fodf|?
Elyi(to)] o lH(H)P salf)df

SNR(tg) =

En effet
e Numérateur

ys(t) = TR [S(NH(f)] = /R H(f)S(f)e> df

e Dénominateur

P, = E [12(to)] = Ry, (0) = /R su(F)[H(P)P df

En introduisant les notations a(f) = v/sn(f)H(f) et b(f) = j%e‘j 2rfto | on obtient
Sn
2
f)d
fR F)df

et donc en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

SNR(fo) < /R b (f)df

avec égalité lorsque
S*(f) €7j27Tft0 ]

sn(f)

a(f) = kb(f) & H(f) =k
Dans le cas particulier d’un bruit blanc, on obtient

H(f) = KS*(f)e >0 & [h(t) = Ks" (tg — )|

ce qui correspond a une symétrie par rapport a I’axe oy de s(t) suivi d’une translation de .

2.5.3 SNR maximum

Le rapport signal sur bruit maximum est défini par

SNR (fg) ™ = / PV (f)df = / |df_—0

ou E est I’énergie du signal. On voit donc que le le rapport signal a bruit maximal ne dépend pas de la

forme du signal mais uniquement de son énergie.

2.5.4 Applications

Le filtre adapté est utilisé dans tout récepteur d’un systeme de communication numérique. Dans cette
application, on connait les signaux so(t) et s1(¢) qui sont utilisés pour la mise en forme des bits “0” et
“1”. Lorsqu’on a s1(t) = —sp(t) (ce qui est le cas par exemple pour la mise en forme du signal biphase),
le filtre adapté a so(t) est aussi adapté a s; (). Cette application est illustrée sur la figure ci-dessous issue

de la page wikipedia sur le filtre adapté (matched filter en Anglais)

g 4 el % 110 1 1
A

-y
AWGN Channel —] Matched L__' 3/ A\, = Threshold
Filter v Decisor

A b—110117
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2.5.5 Référence

Pour plus de détails concernant le filtre adapté, le lecteur pourra consulter [4].

2.6 Filtrage de Wiener
2.6.1 Définition

Le filtre de Wiener est un filtre qui permet de débruiter un signal aléatoire stationnaire de densité spectrale
de puissance connue noyé dans un bruit additif supposé également stationnaire. On considére donc deux
processus aléatoires stationnaires I(t) et B(t) de moyennes nulles (ce qui simplifie un peu 1’analyse)
E[B(t)] = E[I(t)] = 0, de fonctions d’autocorrélation R;(7), Rp(7) et de densités spectrales de puis-
sance s7(f) et sg(f). On suppose qu’on peut observer

X(@t)=1I1(t)+B(t), te ACR

~

et on cherche la meilleure estimation de I(¢) notée I(t) obtenue par filtrage linéaire de X ().

2.6.2 Expression du filtre

D’apres le principe de la projection orthogonale illustré sur la figure ci-dessous, la solution de ce prob-
Ieme vérifie les équations normales définies par

~

E { [I(t) - (t)} X*(u)} —0 Vu

E[I()I* ()] = E [f(t)X*(u)] Vu (13)

I (t) T
5 1(t) -1 (1)
T !

~

En remarquant que E [I(¢)I*(u)] = R;(t — u) et que I(t) = X (¢) x h(t) = [ X (v)h(t — v)dv, ou
h(t) est la réponse impulsionnelle recherchée, on obtient

E [f(t)X*(u)} - /h(t — v)Ry (v —u)dv = /h(x)RX(t —u— z)dz.
Les équations normales (13) permettent alors d’obtenir
Ri(y) = [ h@)Rx(y — a)ds = hiy) * Rx(w) Vo,

On en déduit I’expression de la transmittance du filtre recherché H ( f) en fonction des densités spectrales
de puissance de I(t) et de B(t)




2.6.3 Expression du filtre

~

L’erreur d’estimation entre I(t) et I(¢) posseéde une expression trés simple qui est définie par

T

En effet
o = E [|1(t) - f(t)ﬂ
= FE { [I(t) - (t)} r (t)} (car I(t) — I(t) est orthogonal & I(t))
= Ri(0) - E [T 1)

~

Le second terme de cette égalité peut se calculer simplement comme suit, en utilisant 7(¢) = X () *
h(t) = [ X(u)h(t —u)dv et X(u) = I(u) + B(u)
E [f(t)]*(t)] - / h(t — u)E [I(u)I*(t)] du + / h(t — u)E [B(u)I* ()]
= /h(a:)R?(a;)dx
d’ou

ﬁ—/w@#—/Hmwm#—/;ﬁﬁi§”#

On peut faire les remarques suivantes
e l’erreur est nulle lorsqu’il n’y a pas de bruit (i.e., lorsque s;(f) = 0)
e I’erreur est nulle lorsque les DSP du signal et du bruit ont des supports disjoints (ce qui implique

si(f)sp(f) =0)

2.6.4 Applications

Une application classique du filtre de Wiener est le débruitage d’images. Quelques résultats obtenus
avec cette méthode sont présentés dans les images ci-dessous. Pour plus de détails concernant le filtre de
Wiener, le lecteur pourra consulter [5].
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2.7 Exercices sur le filtrage de signaux aléatoires
2.7.1 Filtre adapté

On considere le signal X (t) défini par

1site0,1]
X(t) = 2—tsitell,?2]
0 sinon

1. Le signal X (¢) est-il a énergie finie, a puissance finie ou aléatoire ? Déterminer la fonction
d’autocorrélation de X (t) en 7 = 0.
Puisque le signal X (¢) est défini sur un intervalle borné [0, 2], il est a énergie finie. La fonction
d’autocorrélation de X () en 7 = 0 est son énergie définie par

E= [ X*t)dt

SR (14)

2. Représenter graphiquement la réponse impulsionnelle du filtre adapté au signal X (¢) lorsque
I’instant de décision est ty = 2.
D’apres le cours, le filtre adapté a X (¢) s’obtient par une symétrie par rapport a 1’axe des y et une
translation de ¢y = 2. Il est donc défini par

tsite[0,1]
h(t) = Isitel,2]
0 sinon

3. Déterminer le rapport signal sur bruit en sortie du filtre adapté dans le cas d’un bruit blanc additif
stationnaire de densité spectrale de puissance s, (f) = 1.
Dans le cas d’un bruit blanc, le rapport signal sur bruit en sortie du filtre adapté est le rapport entre
I’énergie E du signal X (¢) et la densité spectrale du bruit s,,(f) = No/2 = 1, soit
2E 4

SNR = — = —.
No 3

2.7.2 Dérivées d’un signal aléatoire

On considére un signal aléatoire stationnaire X (¢) de moyenne nulle, de fonction d’autocorrélation R(7)
et de densité spectrale de puissance s(f). On construit le signal Z(¢) défini par

Z(t) = X'(t) - X"(t)
ot X'(t) et X" (t) sont les dérivées premiere et seconde du processus aléatoire X (t).

1. Montrer que Z(t) est le résultat d’un filtrage linéaire de X (¢) par un filtre dont on déterminera la
transmittance.
Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j27 ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2m ft)H(f), ou H(f) est une quantité indépendante
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de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X (t) = exp(j27 ft) est

(j2m f) exp(j2m ft) — (j27 f)? exp(j2n ft) = exp(j2m ft)H (f)

avece
H(f) = j2nf +47° .

2. Déterminer la densité spectrale de puissance de Z(¢) en fonction de celle de X (¢).
D’apres la relation de Wiener-Lee, on a

sz(f) = s(NIH(F)I? = s(f)(an’ f2) (1 + dn? f2).

2.7.3 Filtrage par intégration

On considére un signal aléatoire stationnaire X (¢) de moyenne nulle et de fonction d’autocorrélation
Rx (1) = A1(1) avec
1—-7s10<7<1

A (1) = 14781 —1<7<0
0 sinon.
et on forme le signal aléatoire
t
Y(t)= X (u)du
t—2

e Montrer que Y'(¢) est obtenu par filtrage linéaire de X (¢) avec un filtre dont on déterminera la
fonction de transfert et la réponse impulsionnelle.
Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j27 ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2m ft)H(f), ot H(f) est une quantité indépendante
de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X (t) = exp(j2w ft) est

t Xp(J2m
V() = [ expiznudu="PUEI (1 - exp(-jin ) = explizn O H()

avec
1 exp(—jdrf)

; j2mf '

Donc Y (t) est obtenu par filtrage de X (¢) avec un filtre de transmittance H (f) définie ci-dessus.

La réponse impulsionnelle de ce filtre est h(t) = TF~'[H(f)]. Pour déterminer cette transformée

de Fourier inverse, on peut décomposer H (f) comme suit

H(f)

exp(j27f) — exp(=j27f)

H(f) = exp(—j2nf) oS

= exp(—j2mf) x 2sinc(2nf),

d’ou
h(t) = 5(t — 1) * Hg(t) = Hg(t — 1)
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e Montrer que la densité spectrale de puissance de X (¢) s’écrit

[1 —cos(2mf)] [(1 — cos(4m f)]

sy (f) =

rey
On rappelle la relation sin?(x) = 17%5(235)
D’apres la relation de Wiener-Lee, on a
sy(f) =s=())IH(f)]?
sin? (27 f)
=TF [A1(7)] sz
2
.9 sin® (27 f)
=sinc” (7 f) 272
1 —cos(2nf) 1—cos(4nf)
B 272 f2 272 f2
[1 — cos(27f)][1 — cos(4m f)]
= CQFD
A4 f4 Q
2.7.4 Annulation d’échos
Un systeme “réverbérant” d’entrée x(t) et de sortie y(t) est défini par
o0
y(t) = hpa(t — kT).
k=0
On supposera dans cet exercice que x(t) est un signal aléatoire stationnaire et que hg = 1, hy = —a

(avec a €]0,1]) et hy = 0,Vk > 2.

1. Montrer que y(t) peut étre obtenu par filtrage linéaire de x(t) et déterminer la réponse impulsion-
nelle h(t) et la transmittance H (f) de ce filtre.
Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j27 ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2m ft) H(f), ot H(f) est une quantité indépendante
de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X (t) = exp(j2w ft) est

> hwexplj2nf(t — kT)] = exp(j2m ft) Y  hy exp(—j27 fkT) = exp(j2n ft) H (f)
k=0 k=0

avec

H(f) =" hpexp(—j2r fkT).
k=0

En injectant les valeurs de hj dans cette expression, on obtient
H(f)=1—aexp(—j2nfT).
La réponse impulsionnelle de ce filtre est

h(t) = TE ' [1 — aexp(—j27fT)] = 6(t) — ad(t — T).
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2. On peut considérer que y(t) est une superposition d’échos du signal x(¢). Afin d’annuler ces
échos, on peut filtrer le signal y(¢) par un filtre inverse de transmittance G(f) = % Déterminer

la réponse impulsionnelle de ce filtre inverse notée g(¢) et montrer qu’elle s’écrit

g(t) = ged(t — kT)
k=0

avec des coefficients g a déterminer.
Remarque : On pourra utiliser le fait que pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1, on a
1 _ oo k
T2 = 2k=0% -
L’inverse de H(f) est
1 1

U= 1) = T= aow(—2nT)
Comme |aexp(—j2nfT)| = |a|] < 1,0ona

+oo
G(f) =) _ d*exp(—j2r fkT),
k=0

d’ou X .
g(t) =Y a"TF! [exp(—j2n fkT)] = > a¥o(t — kT).
k=0 k=0

On en déduit
gr =a", keN.

3. On approche le filtre inverse précédent par un filtre & réponse impulsionnelle finie.

K1
gr(t) =Y grd(t — kT)
k=0

eton note z(t) = y(t) * gx () la sortie de I’annulateur d’échos. Déterminer la densité spectrale de
puissance de z(t) en fonction de celle de z(t) notée s, (f) et des parametres a, K et T'.
D’apres la relation de Wiener Lee

s:(f) = sy(NIGr ()
avec
1 — a® exp(—j2rfKT)
1 —aexp(—j2n fT)

Gi(f) =TRlg(t)] = Y a"exp(—j2r fkT) =

Donc
|1 — af exp(—j27fKT)|?

1= aexp(—j2rfT)P

En utilisant la relation

sy(f) = sa(HIH(F)I? = s2(f)I1 — aexp(—j2n fT)[.
on obtient
s:(f) = so(F)1 — aexp(—j2n fKT) PP,
soit apres développement
s:(f) = so(f) [L + a* — 20" cos(2K7fT)] .
On remarquera que

lim s,(f) = s:(f)-

K—oco
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2.7.5 Sinus bruité

On considere un filtre (linéaire invariant dans le temps) passe bas de transmittance H (f) = Iap(f)
défini par

0 sinon

H(f):{ 1sif€]—-B,B]|

avec B > 0. On applique a I’entrée de ce filtre un signal aléatoire z(t) constitué de la somme d’un
signal sinusoidal aléatoire a(t) = Acos (27 fot + ¢), ot A > 0 et fy > 0 sont deux constantes et ¢
une phase aléatoire uniforme sur I’intervalle |0, 27[ et d’un bruit blanc stationnaire b(¢) passe bande de
densité spectrale de puissance

%sife]—fo—A,—fo—FA[
se(f) =14 xsife€lfo—A, fo+ Al
0 sinon

avec A €10, fo[ et fo < B < fo + A. On a donc en sortie de ce filtre un signal noté z(¢) défini par

z(t) = a(t) = h(t) + b(t) = h(t).
avec h(t) = TF~L[H(f)].

e Déterminer le rapport signal sur bruit  I’entrée du filtre défini par v, = £2, ot P, et P, sont les

puissances des signaux a(t) et b(t). =

La puissance du signal aléatoire a(t) = Acos (27 fot + ¢) est P, = Rq(0) = [ sq(f)df, ou
R, (T) et sq(f) sont la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de a(t). On
a vu en cours

2 2

Ra(r) = - con(@nfor), et salf) = “10(f — fo) +6(7 + o).

Donc

La puissance du bruit est

/ fdf = / fot+of 1 /fo+5f 1 Ly
Sb =4,
fo—of 5f fo—sf Of

Le rapport signal sur bruit a I’entrée du filtre est donc

P, A2

’ye:Fezg

e Déterminer les puissances P, et P, des signaux filtrés

za(t) = a(t) « h(t) et z(t) = b(t) = h(t).

La densité spectrale de puissance du signal aléatoire z,(t) peut s’obtenir a 1’aide de la relation de
Wiener-Lee

sz (f) = sa(HIH(F)I? = sa(f)

car fp est dans la bande du filtre. Donc la puissance du signal z, () est

P, =P,
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La densité spectrale de puissance du signal aléatoire z(t) est

sz () = su(F)H ().

Donc la puissance de z,(t) est

P, /SZb )df = / fdf = /fHAldf i 1df_(B£0+A)

e Montrer que le rapport signal sur bruit en sortie du filtre défini par v = PZ“ est supérieur a .
Le rapport signal sur bruit en sortie du filtre est défini par

W
=P, TP, 8 ™

On a donc amélioré le rapport signal sur bruit a I’aide du filtre.

2.7.6 Systeme a deux trajets
On considere un signal aléatoire x(¢) stationnaire de moyenne nulle et de densité spectrale de puissance
sz (f) définie par
: F F
1sit E] — 9 5[
0 sinon

salh) = () =

et on construit le signal y(t) = x(t) + ax(t — to), ol a et ¢y sont deux constantes positives.

1. Montrer que y(t) peut étre obtenu par filtrage du signal z(¢) par un filtre dont déterminera la
transmittance.

Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j27 ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2m ft)H(f), ot H(f) est une quantité indépendante
de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X () = exp(j2m ft) est

exp(j2mft) + aexp(j2nf(t —to)) = exp(j2n ft)H(f)

avec
H(f) =1+ aexp(—j2nfto).
Donc y(t) est obtenu par filtrage de x(¢) avec un filtre de transmittance H (f) = 1+a exp(—j27 fto).

2. Déterminer la densité spectrale de puissance de y/(t).
D’apres la relation de Wiener-Lee

sy(f) = sz(f)|1+ aexp(ﬁj27r‘]“to)|2 = s (f)|[1 + acos(j2m fty)] — aj sin(27rf0t)|2.

syl(f) = 1+a? +2acos(2mfty) si —5 <f<¥
YA 0 sinon.

3. Quelle est la puissance du signal y(t) ?
La puissance de y(t) peut s’ obtenir par intégration de s, ( f)

P, = /_ sy(f)df = (1 + a*)F + 2aFsinc(mFtg).
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2.7.7 Formule de Benett
Exercice difficile.

1. On considere une suite de variables aléatoires binaires ay, telles que Play = 0] = p et Play, =
1] =1 —pavec 0 < p < 1. Déterminer la moyenne et la variance de ay.
La moyenne de ay, est
Elag)=0xp+1x(1—-p)=1—p.
De méme
Elai]=0*xp+12x (1 —p)=1—p.

La variance de a;. est donc

var(ay,) = Ela}] - E*[ay] = p(1 - p).

2. On forme le signal
+oo

2(t) = > apd(t —kT)

k=—o00
que ’on filtre a 1’aide d’un filtre F}, de réponse impulsionnelle h(t), ot h(t) est une fonction
déterministe a énergie finie de support I'intervalle [-7'/2,7/2] avec T > 0 (i.e., h(t) = 0 si
t ¢ [-T/2,T/2]. Déterminer I’expression de la sortie du filtre y(t) = Fj, [z(¢)] en fonction de h
et des variables aléatoires ay. Représenter une réalisation de y(¢) dans le cas ou

1si0<t<T/2

h(t) = —1si —T/2<t<0
0 sinon.
La sortie du filtre est
oo
y(t) = Fy[w(t)] = h(t) s 2(t) = Y agh(t — kT).
k=—00

3. Montrer que la fonction h définie ci-dessus est a énergie finie et déterminer sa densité spectrale
de puissance sp(f). On notera r,(7) sa fonction d’autocorrélation qu’on ne demande pas de
déterminer pour cet exemple.

On a

/W@ﬁ:T

donc h est bien d’énergie finie. On en déduit

sn(f) =[H(H)I =.

T T

- T T T T
e=I™5 % “sinc T=f]— e™3 x sinc T f
2 2 2

2
=T?sinc? <7rigf> sin? <7T,§f> .
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4. Déterminer la moyenne du signal y(). Le signal y(t) est-il stationnaire ?
La moyenne du signal y(t) est

+oo
Ely(h)] = (1~p) Y h(t—kT).

k=—0c0
Comme E|y(t)] dépend de ¢, le signal y(¢) est non stationnaire.

5. On introduit une variable aléatoire 6 uniforme sur I’intervalle [0, 7] et indépendante des variables
aléatoires ay. On forme le signal

z(t) =yt —0).
e Montrer que la moyenne de z(t) s’écrit

(1—p)H(0)

Bla(t)) = =2

ou H(f) = TF[h(t)] est la transformée de Fourier de h(t).
La moyenne de z(t) est

“+oo

Bl = (1—p) 3. Elh(t— kT - 6)].

k=—00
Mais
71
E[h(t — kT —6)] = / Th(t — kT — 0)d6.
0

Apres le changement de variables u =t — kT" — 6, on obtient

1— t—(k+1)T 1— +oo 1—n\H
E[h(t— kT —0)] = b h(u)(—du) = p h(u)du = ( p)H(0)
t—kT T J - T
e Montrer que la fonction d’autocorrélation de z(t) s’écrit
1 X
rir) = 3 relr = D)
=—00

ou 74(k) = Elana,_g] et o rp(7) est la fonction d’autocorrélation de h(t).
La fonction d’autocorrélation de z(t) est

+oo +oo
Elz(t)2(t—7)|=E | > aph(t—kT —0) > ah(t—7 1T — 6)
k=—0o0 l=—00

— Z z Elara|E[h(t — KT — 0)h(t — 7 —IT — 0)]
k l
1
:Zk:zl:ra(k — l)/o Th(t — kT — O)h(t — 7 —IT — 6)do.

Apres le changement de variables ©w =t — k" — 6, on obtient

Bt — 1)) = 3 rab = 1) / L h@)h(u + (k= DT - 7)du.
1 t

. ki T

t—kT
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D’ou, en posant i = k — [

t—(+)T 1
E[z(t)z(t — 1) Z Z ra(i /t—(i+l+1)T fh(u)h(u +iT — 7)du
(+)T 1
—Z“ [Z/ onoayy T T)du]

o0

1 <X
== Z ro(1)rp(T —iT).

1=—00

_ Z rali) U_ " L huh(u+iT - T)du]

Cette expression qui montre que le signal z(t) est stationnaire s’appelle la formule de Benett.

On notera
1 &

Ri(r)= 2 3 rali)ma(r —iT),

1=—00
e Quel est I’intérét d’avoir introduit une phase aléatoire # dans la définition de z(¢) ?

L’introduction d’une phase aléatoire  a permis de stationnariser le signal y(t).

e Déterminer la densité spectrale de puissance de z(t) en fonction de 7', H(f) et de

+0o0

sa(f) = D ra(k)e >,

k=—oc0
La densité spectrale de puissance de z(t) est
s:(f) =TF[R.(7)]

1 X
—— Z 74 (3)TE[rp (7 — iT')]
T

1=—00

- Z € jQZﬂ'TfTF[ ( ]

Z——OO

+o00o
:Shj(_‘f> :Z: ra(i)e—jQiTrTf

_sn()sall)
Jall),

2.7.8 Filtrage adapté

On considere un signal déterministe a énergie finie s(¢) défini sur I'intervalle [0, 7'] perturbé par un bruit
b(t) additif stationnaire de moyenne nulle, de fonction d’autocorrélation Ry, (7) et de densité spectrale
de puissance sp(f)

x(t) = s(t) + b(t)

On filtre le signal 2:(¢) a ’aide d’un fitre linéaire invariant dans le temps de réponse impulsionnelle /()
et de transmittance H (f) et on note y(t) = x(t) * h(¢) la sortie de ce filtre.

33



1) On note y; (o) la sortie du filtre a I’instant ¢ lorsque 1’entrée est s(¢). Montrer que

ys(to) = /R S(f)H(f)er>Foqp

ol S(f) est la transformée de Fourier du signal s(¢). Déterminer y; (o) lorsque

B TN _ [ Asitel0,T] 1 T\ _J Jesite0,T]
S(t)_AHT<t 2>_{Osin0n eth(t)_ﬁHT<t 2>_{0sinon

Tracer y;(to) en fonction de ¢.
Puisque s(t) un signal a énergie finie, y;(¢) est aussi a énergie finie et

Yo(f) =TF[ys(t)] = S(f)H(f)

Donc
ys(t) = TF'IS(f)H(f)]
- /R S(F)H () Sty

En faisant ¢ = ¢y dans cette égalité, on obtient le résultat demandé.
Lorsque s(t) = Aljg7)(t), ona

S(f) = ATsinc (xTf)e 9™/
De plus, si h(t) = %I[O,T] (t),ona

H(f) = VTsine(rTf)e 7™/

d’ou
ys(t) = A\/T/Tsinc2 (xTf) 271 =T gy
Mais R
TF ' [Tsine® (Tf)] = Ar(r)
= /RTsimc2 (7 Tf) eﬂﬁffdf
Donc

ys(to) = AVTAr (to — T)

2) Soit yp(tp) la sortie du filtre a I’instant ¢y lorsque I’entrée est b(¢). Montrer que la puissance du signal
yp(to) s’ écrit

E [ (to)] = /R H(P)P so(f)df

Déterminer cette puissance pour sp(f) = % et pour le filtre de la question précédente.
La relation de Wiener-Lee permet d’obtenir

Sy, (f) = [H(f)|* sp(f)
d’ou

Py, = E[y;(t)] = Ry,(0)



Lorsque b(t) est un bruit blanc de densité spectrale de puissance s,(f) = 22 et pour le filtre de la

2
question précédente, on a
No 2
Py = 5 [HGE
R

N,
— 70 / |h(t)|* dt (égalité de Parseval)
R
No

2

3) On admet que le filtre qui maximise le rapport signal sur bruit  I'instant to (SNR (to) = y2(t0)/E [y2(t0)])

est défini par
15 —jom o
so(f)
ou k est une constante. Dans le cas d’un bruit blanc défini par s,(f) = %, déterminer la réponse

impulsionnelle de ce filtre notée ho(t) en fonction de k, Ny, to et du signal s(t). Tracer ho(t) dans le cas
du signal s(t) = Ally (t — T).

Ho(f) =

Dans le cas d’un bruit blanc défini par s;(f) = %, ona
2k ;
Holf) = 08" (f)e 71
No

donc

La TF inverse de S*(f) est

donc

2k,
Fos [—(
2k

= ety —t
NOS[O ]

t—to)]

4) On choisit to = T et on suppose que s(t) = Allp (t — 2), h(t) = %HT (t — L) et que b(t) estun
= No,

bruit blanc (de moyenne nulle) de densité spectrale de puissance s ( f) 5

e Déterminer y (7).
D’apres ce qui précede, on a
ys(to) = A\/TAT (to — T)

Donc en faisant ¢ty = I", on obtient

ys(T) = AVT

e Montrer que y, (1) s écrit

T
() = == [ by

En déduire la moyenne de y,(7") notée E [y,(7)]. On admettra que la variance de y; () est %
On suppose maintenant que y,(7") est un signal Gaussien. Déterminer la densité de probabilité du
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signal y(T') = ys(T') + yp(T) notée p [y(T")| A]. On rappelle que la densité de probabilité d’une

variable aléatoire X Gaussienne de moyenne m et de variance o2 s’écrit

1 (z —m)?
exp | ————| .
V2ro? 202

yo(t) = b(t) xh(t)
= /Rh(u)b(t—u)du

_ /OT L bt — w)du

On en déduit
1 /7
P)] = —= [ Bpe)a
1 /7
= T/o Odv =
La variance de y;,(7") est
var [y (T)] = E [y;(T)]
_ ! ' TE b(u)b dud
= [ [ Epe)du

Si yp(T") est un signal Gaussien, comme y4(7") est un signal déterministe, y(7") = ys(T) + yp(T)
est aussi un signal Gaussien de moyenne

Ey(T)] = ys(T) + E [yp(T)] = ys(T) = AVT

et de variance

N,
var [y (7)) = var [ys(T) + yy(T)] = var [yy(T)] = =~
Sa densité de probabilité s’écrit donc
2
_ 1 <y(T) - AVT )
ply(T); Al = P |~ No



5) On suppose que 1I’amplitude du signal déterministe A peut prendre deux valeurs, a savoir

Hypothése Hy : A= -1
Hypothese H; : A= +1

et on désire déterminer quelle hypothese est vérifiée a partir du signal regu y(7") (qui est la sortie du filtre
adapté a I’instant tg = T"). On adopte la stratégie suivante

Hy estacceptée sip[y(T)|A=—1P[A=—-1]>p[y(T)|A=+1] P[A = +1]

Ennotantp = P[A = +1]etq =1— p = P[A = —1], montrer que cette stratégie consiste & comparer
y(T') a un seuil qu’on explicitera en fonction de p, Ny et T'. Que devient cette regle si p = ¢ = % ?
La stratégie

Hyestacceptéesip[y(T);A=—1|P[A=—-1]>p[y(T); A= +1] P[A = +1]

consiste a accepter Hy si

2 2
(y(1)+VT) (v - vT)
eXp | — > exp | —
TN 0 P N, 0 TNV 0 P N, 0
c’est-a-dire
2 2
| (y(T) + ﬁ) o1 (y(T) - ﬁ) g T 2VTY(T)
ng————>hp—- ——F—*— ng— ———=>In —
I No P No I No P No
d’ou finalement N
L q 0
Hpestacceptéesiy(T) <In| - ) —=
Danslecasoup = q = %, on en déduit
H est acceptée si y(T) < 0

ce qui est une regle de décision logique.
2.7.9 Variance d’Allan
Soit z(t) un processus aléatoire stationnaire de moyenne E [z(t)] = 0, de fonction d’autocorrélation

R (7) et de densité spectrale de puissance s, (f).
1) On considere I’opération définie par

e Montrer que y(t) = Fr [z(t)], ou Fr est un filtre linéaire invariant dans le temps. Déterminer la
réponse impulsionnelle hp(t) et la transmittance Hp(f) de ce filtre Frp.
Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j27 ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j2m ft)H(f), ou H(f) est une quantité indépendante
de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X (t) = exp(j2m ft) est

1

t+T
y(t) = 7 / exp(j2r fu)du =

1 exp(j2m ft)

T jon  \oP(2rfT) = 1] = exp(j2mft)Hr(f)
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avec

Hr(f) [exp(j2m fT — 1)].

B 1
C2nfT
Donc Y (t) est obtenu par filtrage de X (¢) avec un filtre de transmittance H (f) définie ci-dessus.

La réponse impulsionnelle de ce filtre est hy(t) = TF~'[Hrp(f)]. Pour déterminer cette transfor-
mée de Fourier inverse, on peut décomposer H () comme suit

exp(jm fT) — exp(—jm fT)
i2nfT

Hy(f) = exp(jmfT) — exp(jmfT) x sinc(rT),

N

d’ou

ho(t) = 6 (t + g) ; %HT(t) - %HT <t + g) .

e Déterminer la densité spectrale de puissance du signal y(t) notée s, (f) en fonction de s, (f). En
déduire une expression intégrale permettant d’obtenir la fonction d’autocorrélation du signal y(t)
notée R,(7) en fonction de R, (7).

D’apres la relation de Wiener-Lee, on a

sy(f) =sa(F)| Hr(f)?
=s,(f)sinc?(n fT).

On en déduit

Ry (1) = TE ™ [sy(f)sinc?(n fT)] = Ra(7) * 7 AT(T)

d’ou
R,(7T) = T/Rx(s) x Ap(T — s)ds.

e Montrer que la puissance du signal y(¢) s’écrit

sin (:Jc)

P, = /sx(f) sinc? (nfT) df avec sinc(r) =

La puissance du signal y(t) est

+oo +oo
P~ [ st = [ snsineasmar

2) On considere le signal constant par morceaux défini par

y((k+DT] -y [KT]
D(t) = site kT, (k+1)T
(t) NG (KT, (k+1) T
e Déterminer la puissance du signal D(t) notée Pp (T') en fonction de R, (0) et R, (T') puis sous
une forme intégrale dépendant de s, (f).
La puissance du signal D(t) est

Pp(T) = E[D*(t)] = % {Ely* [(k+ 1) TN + Ely? [kT]] — 2By [kT]y [(k + 1) T]]}

soit
Po(T) = L[R,(0) + Ry (0) — 2R, (T)] = Ry 0) ~ By(T).
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En utilisant le fait que
Ry(r) = [ 5P,

on obient

Pp(T) = / so(1) [1 = 77 ar = / se(sing () [1 — 297 af

e En utilisant la parité de la densité spectrale de puissance s, (f), en déduire

% gint (7
Pp (T) = 4 / mET];?sx(f)df

La puissance Pp(T') est appelée variance d’Allan du signal x(¢).
Si on remarque que

1= 2T — IHIT (70T 7T — 2l sin(n fT) = —jsin(2m fT) + 25in* (7).
on obtient
Pp(T) = / —jsin(27 fT)sinc? (7 fT) s, (f)df + 2 / sin?(7 fT)sinc? (7 fT) s, ( f)df.

La premiere intégrale est nulle car c’est I'intégrale d’une fonction impaire. La seconde intégrale
est I'intégrale d’une fonction paire, d’ou

> gint (7
Pp(T) :4/0 wsm(f)df.

3) On rappelle les relations suivantes

/ Pein' (W), _ 7 / T ) L 10g9 e / P’ (W),
0 0 0

T
u? 4’ u3 ut 3

Représenter graphiquement log Pp (1) en fonction de log 7" dans les cas suivants

e Bruit blanc : s, (f) = K.

Dans ce cas ( )
sin*(w fT

Pp(T) = 4K,
bit) =4t [

La courbe représentant log Pp (T') en fonction de log T' est donc une droite de pente —1 passant
par log(Ky) a I’origine.

df——

e Bruit de Flicker : s,(f) = %
Dans ce cas

sin (7 fT) K, sin?
PD(T):4/O gy = 4K/ du = 4K, log(2).

La courbe représentant log Pp (T") en fonction de log T" est donc une droite de pente 0 (parallele a
I’axe des abscisses).
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e Marche aléatoire de fréquence : s, (f) = £2.

f2
Dans ce cas
< sint(nfT) Ky > sin (u)

4 2

La courbe représentant log Pp (T') en fonction de log T est donc une droite de pente 1 passant par
log (%KQ?T2) a I’origine.

e A votre avis, quel est 'intérét de la variance d’Allan ?
En représentant la variance d’Allan Pp(7") en échelles logarithmiques et en identifiant la pente de
la droite log[Pp(T")] = alog(T") + b, on peut identifier le type de bruit perturbant un signal donné.
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3 Echantillonnage

L’ objectif de ce paragraphe est d’expliquer comment les résultats concernant 1’échantillonnage de sig-
naux déterminstes peuvent s’étendre aux signaux aléatoires stationnaires.

3.1 Rappels

Dans le cas d’un signal déterministe x(¢), vous avez vu I’année derniere que la transformée du signal
échantillonné z.(t) = >, ., x(kT.)0(t — K1) = x(t) >,z 6(t — kT,) s’obtenait par périodisation de
la transformée de Fourier de x(t), soit

Xe(f) =X ()« F. Y 0(f —kF.) = F. > X(f —kF.) (15)

keZ keZ

Cette relation est importante puisqu’elle indique que lorsque les spectres X (f — kF,) ne se chevauchent
pas, on peut récupérer X (f) par filtrage passe bas de X.(f), ce qui est en particulier possible lorsque
F. > 2 fmax, ce qui constitue le théoréme de Shannon. En filtrant le signal z.(t) par un filtre passe-bas
idéal de transmittance H(f) = F%H £, (f) (et donc de réponse impulsionnelle h(t) = sinc[rF.(t)]), on

obtient la formule de reconstruction de Shannon

ve(t) = 2(t) = Y a(kTe)sinc [ Fo(t — kT,)] .
kez

3.2 Généralisation aux signaux aléatoires stationnaires

La relation (15) n’a aucun sens dans le cas d’un signal aléatoire stationnaire x(¢) puisque la transformée
de Fourier X (f) n’existe pas. Par contre, on peut montrer que la densité spectrale de puissance d’un
signal aléatoire stationnaire échantillonné est obtenue par périodisation de la densité spectrale de
puissance du signal d’origine x(¢). Plus précisément, si on pose y(n) = z(nTe) et f = Fie ona

W (F) = S mme -3 (T

keZ keZ

En effet

Sy (f) = Z Ry(k)e_ﬂﬂkf

kezZ
=" Ry (k) / eIt (t — pydt
kezZ R

:/ 67j27rft
R

> Ro(KT.)s(t - k:)] dt

keZ

=TF |R,(tT.) ) d(t— k)]
keZ
1 f ~
=7os <T> * I;Z(s (f - k) CQFD
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Par ailleurs, le théoréme de Shannon pour les signaux aléatoires peut s’écrire de la maniere suivante :

Si z(t) est un signal aléatoire stationnaire a bande limitée, i.e.,

5:(f) =0 |f] > fmax

et que F, > 2 fmax alors

N
en(t)= Y a(kT.)sinc[rF.(t — kT.)] N%Q (1)
k=—N

Ce résultat généralise la formule de reconstruction de Shannon aux signaux aléatoires stationnaires. La
preuve de ce résultat est par exemple disponible dans le livre de Papoulis [2, page 478].
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4 Traitements non-linéaires

L’ objectif de cette partie est d’expliquer comment on peut déterminer la fonction d’autocorrélation et la
densité spectrale de puissance d’un signal défini par une transformée non-linéaire sans mémoire g d’un
signal aléatoire stationnaire x(¢). Comme nous allons le voir, 1’outil fondamental pour cette détermina-
tion est le théoreme de Price qui est résumé ci-dessous dans sa version la plus simple (pour la preuve, on
pourra par exemple consulter I’annexe 6.1 ou le livre de Bassel Solaiman [6, p. 112]).

4.1 Théoréeme de Price

Pour tout vecteur Gaussien centré X = (X1, X2)7, on a pour toute fonction non-linéaire g

OE(Y1Ys) _ g (9Y1 Y
OE(X1X2) 0X1 0X»

avec Y1 = g(X1) et Yo = g(X2). En considérant X; = z(t), Xo = z(t — 7),ona Y] = y(t) = glz(t)],
Yo =y(t —7) = g[z(t — 7)] et donc

ORy(1) . [9y(t) Dy(t —7)
OR.(T) E L‘)x(t) Ox(t — T):| '

On remarquera que la relation ci-dessus utilise implicitement le fait que y(¢) = g[z(¢)] est un signal
aléatoire stationnaire, ce qui découle du fait que = = (z(t), z(t — 7))7 est un vecteur Gaussien centré
de matrice de covariance notée 3. En effet

EY®)Y(t—1)]= //9(1‘1)9(902)17(951,962)6117161962 (16)

avec 1 = X (t), o = X(t —7) et

1 1T4>
T1,xo) = exp| ——x" X'z
p(w1,22) 2 /5 p( 9

> _ < Rx(0)  Rx(r) )
Rx(r) Rx(0) /-
En injectant p(x1, x2) et 3 dans (16), on en déduit que E [Y (¢)Y (¢ — 7)] dépend uniquement de R, (7)
et de R, (0) et ne dépend donc pas de ¢. De méme

avec

Eww=/ﬁmmuhmm

ol p(x1,.) est la densité de x1 = x(t) définie par

1 73 >
T1,.) = exp| ——5 |-
p(z1,.) 2o p < 207
Comme o = var[z(t)] = R.(0), on en déduit que E [Y ()] ne dépend que de R,.(0) et donc ne dépend
pas de t.

4.2 Exemple d’application : le quadrateur

Dans le cas ot y(t) = x2(t), I’application du théoréme de Price permet d’obtenir

ORy(T) _ & [ay(t) dy(t — )
OR,(T) Ox(t) 0x(t — 1)

] =4E[x(t)x(t — 7)] = 4Ry (7).
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Cette équation s’integre et conduit a
Ry(1) =2R:(1) + C

ou C est une constante qui peut par exemple se déterminer en considérant la valeur particuliere 7 = 0 :
C = R,(0) — 2R%(0).

La détermination de R, (0) = E[z*(t)] se fait simplement si on connait I’expression des moments d’une
loi gaussienne centrée X

E(X*) =0, E(X*) =[(2n—1) x (2n — 3)... x 3 x 1]o*".

On obtient donc
E[2%(t)] = 0% = R,(0) et E[z*(t)] = 30* = 3R2(0)
d’ot C' = R%(0).
Remarque : pour déterminer la constante C, on peut aussi utiliser le fait que si le signal gaussien

centré est asymptotiquement décorrélé (i.e., R,(7) tend vers 0 lorsque T tend vers +00), alors x(t) et
x(t — T) sont asymptotiquement indépendants, d’oul

lim R.(7) =0 er lim E[z?(t)z*(t — 7)] = R%(0).

T—00 T—00

On a donc
C = lim [R,(7) — R3(7)] = R3(0).

T—00

On remarquera qu’il existe des signaux aléatoires gaussiens stationnaires tels que R, (T) ne tend pas
vers 0 lorsque T tend vers 400, par exemple

x(t) = Ae?fot,

ou A est une variable aléatoire gaussienne.

4.3 Autre exemple d’application : théoréme de Van Vleck

L’application du théoréme de Price est parfois plus compliquée que dans I’exemple précédent, comme
nous allons le voir dans cet exemple ou y(t) = sign[z(t)] (la fonction sign(x) vaut 1 pour x > 0, —1
pour z < 0 et par convention sign(0) = 0). Dans cet exemple, le théoréme de Price permet d’obtenir

ORy(7) _ o [8y(t) dy(t — )

OR(T) 0x(t) Oz(t — 1)

} — AB{6]2(t)]6x(t — 7))}

Pour déterminer R, (7), il faut déterminer le second membre de cette équation, ce qui se fait comme suit
E{6le(t)]ola(t — 7))} = / / 5ler)0lwalp(er, 22)drdas.

E{0[z(t)][z(t — 7))} = / / 6[z1]0[x2]p(0,0)dz1dzs = p(0,0) = %\1/@
On en conclut
ORy(7) 4

OR,(T)  27\/R2(0) — R2(1)

qui s’inteégre pour donner

Ry(7) = > Aresin {gi Egg] el
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La constante C' s’obtient en faisant 7 = 0
2
C = Ry(0) — —Arcsin(1) = R, (0) — 1.
T

Mais

douC =0et

4.4 Exercices
4.4.1 Non-linéarité exponentielle

On considére un signal aléatoire réel z(¢) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s;(f). On forme le
signal y(t) = Ba®® = Bexp[z(t) In(a)] avec o > O et 3 > 0.

1. Al’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du signal
y(t) notée R, (7) en fonction de R,(7) et d’une constante multiplicative notée K.
D’apres le théoreme de Price, on a

OR,(1)  [0y(t) Oy(t — )
R " [ax(t) Dl = 7)]
=E [In(a)y(t) x In(a)y(t — 7)]
=[In(a)]* Ry (7). (17)
On en déduit
aRy(T)

En intégrant cette équation, on obtient
In|Ry(7)| = [In(a)]*Re (1) + C,

soit
Ry(7) = Kexp {[ln(a)}QRm(T)} .

2. On rappelle que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire Z de loi gaussienne
N (m7 02) est :
2
E [eZ“] = exp <mu + 02u2> , Yu € R.
En déduire la constante K.

Pour trouver &, on fait 7 = 0 dans I’expression de R, (7) et on obtient

RO
~ exp {[In(a)]2R.(0)}

Ry(0) = K exp {[In(a)]*R,(0)} & K

Mais

=F [52 exp(2 ln(a)x(t))]
=5 E[e")] o
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avec u = 2In(a). Comme z(¢) est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance
E[2?(t)] = R.(0),0ona

R,(0) = B%exp {; x [21In(a))* x Rm(())} = B%exp [2In*(a) R, (0)],

d’ou R (0)
_ Y
K= e {In(e) PR, (0))

= B2 exp {[ln(a)]QRx(O)} .

On en déduit
R, (0) = B*exp {[ln(a)]z[Rx(O) + Ry(7)]} .

Remarque : cet exercice est inspiré de I’exercice 4.11 de la page 254 du livre de J. Yang et C. Liu intitulé
“Random Signal Analysis” publié chez I’éditeur Gruyter en 2018.
4.4.2 Nonlinéarité Relu

On consideére un signal aléatoire réel z(¢) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R,(7) et de densité spectrale de puissance s;(f). On forme le

signal y(t) = g[z(t)] avec .
() = { Avsiv >0

0 sinon

ol A est une constante strictement positive (A > 0).

1. Montrer que E{sign[z(¢)]} = 0 (1pt).

E{sign[z(t)]} =P|z(t) > 0] — Plz(t) < 0]
=2P[z(t) > 0] —1

B © 1 x2(t) B
—2/0 Noro exp [— 52 ] dx(t) —1=0. (19)

2. Exprimer la dérivée de g en tout point u # 0 en fonction de la fonction sign définie par

sign(u) = {

1si u>0
—1s1 u<0.

A T’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de g%g; en fonction de la fonction
d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(t)] (1pt).
La dérivée de la fonction g est

Asi v>0
0si v<O,

/) = au(w) = {

ol U est I'échelon de Heaviside, soit ¢'(v) = AU(v) = 4 [1 + sign(v)]. D’aprés le théoréme de
Price

ORy(t) _ [0y(t) 9y(t — 1)
OR,(T) = [3&:@) Ox(t — T):|

A2
== B{(1 + sign[z(t)])(1 + sign[x(t — 7)])}
2

=T+ Ru(r) (20)
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3. On rappelle que la la fonction d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(¢)] (déterminée en TD)
est définie par

)= o )

et qu’on a le résultat suivant

/ 2
/Arcsin (£> dx = xArcsin (f) +ay/1— %
a a a

En déduire R, (7) en fonction de R, (7) et d’une constante additive notée C' (1pt).
En utilisant le rappel et le résultat de la question précédente, on a

ORy (1) A% A2 . [ Rx(7)
ORu(7) e + %Arcsm R.(0)
soit
A? A? . [ Rx(7) A? R2(7)
= — 1y PR A% A A% 1—— .
Ry(T) 1 R.(7) + 27TR (7)Arcsin [Rx(O)] + 27rR (0) R2(0) +C
4. Déterminer la constante C' (1pt).
On a 2 2 2
C = Ry(0) - ZRI(O) IRz(O) 0= Ry(0) - 7Rx(0)
Mais

Ry(0) = E[y*(1)] = B{A*2*(t)U*[x(t)]}.
avec Ulz(t)] = 1si z(t) > 0 et 0 sinon. Donc

00 $2 2 2
R,(0) = A /0 22(1) \/2;7 exp <— 2;?) dzt)] = o2 = X po0)

d’ouC = 0.

Remarque : cet exercice est inspiré de 1’exercice 4.11 de la page 222 du livre de J. Yang et C. Liu intitulé
“Random Signal Analysis” publié chez I’éditeur Gruyter en 2018.

4.4.3 Filtre exponentiel

On considere un filtre non-linéaire dit exponentiel qui transforme un signal aléatoire X (¢) en un signal
aléatoire Y'() tel que
Y (t) = exp[X(2)]-

On supposera dans cet exercice que X (t) est un signal Gaussien stationnaire de moyenne nulle et de
fonction d’autocorrélation r x (7).

1. Qu’est-ce qu’un signal Gaussien ? Justifier brievement le fait que Y (¢) est un signal aléatoire
stationnaire.
Un bruit blanc est un bruit stationnaire dont la densité spectrale de puissance est constante. Un
bruit Gaussien est un bruit tel que le vecteur (X (t1), ..., X (¢5,)) posséde une densité de probabilité
Gaussienne pour tout vecteur (¢, ..., ¢, ). Toute transformation sans mémoire d’un signal aléatoire
stationnaire est stationnaire (voir cours).
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2. On rappelle que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire Z de loi normale
N(0,02) est

() = B [e"%]  exp <U22u2) |

En déduire E [Y (t)] et E [Y2(t)].
La moyenne de Y (t) est définie par

De méme

3. Déterminer la fonction d’autocorrélation de Y (¢) en fonction de celle de X (t).
Le théoréme de Price s’écrit

SE[Y ()Y (t — 7)] AY () dY (t — 7)

JE[X(OX(t—1)] E OX(t) 0X(t— 1)
c’est-a-dire 5R ( ) SR ( )
y(T) . v\T) _ -
R (1) =E[YQ)Y(t-1) e o (7) ORx (1)

L’intégration de cette équation donne

In |Ry (7)| = Rx(7) + constante @] Ry (1) = Cexp[Rx(7)] ‘

La constante C' peut se déterminer en faisant 7 = 0 puisque d’apres la question 2)
Ry (0) = E[Y?(t)] = exp (207)

et
Cexp [Kx(0)] = Cexp (0?)

En égalant ces deux termes, on obtient

d’ou le résultat final

4.4.4 Nonlinéarité cubique

On consideére un signal aléatoire réel z(t) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s, (f). On forme le
signal y(t) = 23(t). On rappelle que la fonction d’autocorrélation de la sortie du quadrateur (déterminée
en cours) est

R,2(T) = 2R%(1) + R2(0).
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1. Déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du signal y(¢) notée R, (7) en fonction
de R,(7) et d’une constante additive C.
D’apres le théoreme de Price

ORy(T) _ [0y(t) oy(t — )
OR,(T) =E {83:@) Ox(t — T):|

=9F [z (t)z*(t — 7)])]

=9[2R%(7) + R%(0)]. 21

Par intégration, on obtient

R, (1) = 6R3(7) + 9R.(T)R2(0) + C.

2. On rappelle que pour une variable aléatoire Z de loi gaussienne de moyenne nulle et de variance
o2, on a pour tout n € N*

E[Z"] =[(2n—1)(2n—3) x ... x 5 x 3 x 1] o™

En déduire la valeur de la constante C.
En faisant 7 = 0 dans I’égalité précédente, on obtient

C = R,(0) — 6R2(0) + 9R2(0) = R,(0) — 15R2(0).
Mais
Ry(0) = Ely*(t)] = El2°(t)] = (5 x 3 x 1)R}(0).
Donc C' = 0.

4.4.5 Puissance quatrieme d’un signal aléatoire

On consideére un signal aléatoire réel z(t) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s, (f). On forme
le signal y(t) = 2*(¢). On rappelle que la fonction d’autocorrélation de la sortie du signal cubique
2(t) = 23(t) (déterminée en TD) est

R.(7) = Rys(7) = 6R3(7) + 9R,(7)R2(0).

1. Déterminer une expression de la fonction d’autocorrélation du signal y(¢) notée R, (7) en fonction
de R,(7) et d’une constante additive C.
D’apres le théoréeme de Price

IRy (1) _ Py(t) Ay(t — 7)}
OR.(T) | 0x(t) Ox(t — T)
=16E [2°(t)z®(t — 7)])]
=16[6R2(7) + 9R.(T)R2(0)]. (22)

Par intégration, on obtient

R, (1) = 24RL(7) + T2R%(T)R2(0) + C.
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2. On rappelle que pour une variable aléatoire Z de loi gaussienne de moyenne nulle et de variance
o2, on a pour tout n € N*

E[Z?]=[2n—-1)x (2n—3) x .. x 5x 3 x 1] 0"

En déduire la valeur de la constante C'.
Pour trouver C, on peut faire 7 = 0 dans I’expression de R, (7) :

C = R,(0) — 24R}(0) — T2R:(0).
Ry(0) = Ely*(t)] = Ela®(t)] = (7 x 5 x 3)R;(0),
C =[(7 x 15) — 24 — 72 R(0) = 9RL(0).

4.4.6 Ecrétage progressif d’un signal aléatoire

\ “/

On considere une non-linéarité modélisant une distorsion de type a

x u2
G(x):/ ! e_Tdufl.

2 2

écrétage progressif”

On I’applique a un processus gaussien réel X (¢) stationnaire de moyenne nulle

On rappelle que pour un tel processus, la loi du couple (U, V) = (X (¢), X (¢ — 7)) est gaussienne de
densité de probabilité

2mvdet 2 2

ol (u,v) € R% et out X est la matrice de covariance du couple (U, V') définie par

= ( Z;Ti%) V) invaU) v )

Fluv) = — = exp [—1(u,v)2—1(u,v)ﬂ

1) Exprimer les éléments de X en fonction de Rx(7) et Rx(0). En déduire que I’autocorrélation du
signal Y (¢) ne dépend que de Rx (7) et Rx(0).
Cette question est tres classique et a été vue en cours :

_( Bx(0) Rx(r)
2‘<RX<T> R (0) )

De plus

Ry (m) =E[Y ()Y (t — 7)]
=E{GIX(®)]GX(t —7)]}

//G )G (v) s (u, v)dudv.

La fonction d’autocorrélation du signal Y (¢) ne dépend donc que des éléments de ¥, c’est-a-dire de
Rx(T) et de Rx(O).
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2) On admet que pour un signal Gaussien stationnaire de moyenne nulle et de fonction d’autocorrélation
Rx(T),ona

E {exp [_X?(t) + X0 - ﬂ] } - RX(;))Z -

et on rappelle la primitive suivante

/ 1 d arcsi <u>
————du = arcsin [ —
Va2 a

En déduire Ry (7) en fonction de Rx (7) a une constante additive prés qu’on ne demande pas de calculer.
D’apres le théoreme de Price

ORy () {GY(t) aY (t — T)]

dRx (1) OX (1) X (t— 1)
L g [ X0 o [ X)) o
:%E {exp [-XQ@H‘;(%_T)H - ! . 24)

Par intégration, on obtient

R
Bx() > +C.
1+ Rx(0)

Pour trouver la constante C', on peut faire un passage a la limite quand 7 tend vers 4+oc. On a alors

Ry (1) = Arcsin (

lim Rx(7) =0 et lim E[Y(t)Y(t—1)] = E*[Y(t).

T—00 T—00

On a donc
C = lim [Ry (1) — R%(7)] = E*[Y(t)].

T—00

Comme la fonction G est impaire, on a

E{GIX(1)]} = /G(u)\/;?e_;f?du 0.

d’ou C = 0.

4.4.7 Amplificateur Klystron

On considere un filtre non-linéaire qui transforme un signal aléatoire X () en un signal aléatoire Y (¢)
tel que
Y(t) = X(t) — kX3(t)

On supposera dans cet exercice que X () est un signal Gaussien stationnaire de moyenne nulle et de
fonction d’autocorrélation Rx (7). On rappelle que pour un tel processus, la loi du couple (U, V) =
[X(t), X (t — 7)] est gaussienne de densité de probabilité

—éex —luv “u,v)T
Fiolu) = e | (00) 2 )|

ol (u,v) € R? et ot I est la matrice de covariance du couple (U, V') définie par

- ( Zii%) V) 32:((5) v )
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1. Exprimer les éléments de ¥ en fonction de Rx (7) et Rx (0). Exprimer I’autocorrélation du signal
Y (t) en fonction de la loi de (U, V') = [X (¢), X (t — 7)] et en déduire qu’elle ne dépend que de
Rx(T) et Rx(O).

Cette question est tres classique et a ét€ vue en cours :

_ [ Bx(0) Rx(7)
2_<RX(T) R (0) )

De plus

Ry (1) =E[Y ())Y*(t — 7)]
—E{[X(t) — kX3@)][X(t — 7) — kX3(t — 7)]}

_ / / (1 — ku®) (0 — ko®) fs (0, v)dud.

La fonction d’autocorrélation du signal Y (¢) ne dépend donc que des éléments de 3, c’est-a-dire
de Rx(7) etde Rx(0).

2. Déterminer la fonction d’autocorrélation de Y (¢) en fonction de celle de X (¢) et d’une constante
additive notée C. Rappel : on pourra utiliser ’expression de fonction d’autocorrélation de la
sortie du quadrateur (déterminée en cours)

E[X*(t)X*(t — )] = 2R% (1) + R (0)

D’apres le théoreme de Price
ORy(7) dy(t) Oy(t —7)
OR.(r) © [ax( 1) Dl = T)]
=E {[1 - 3kX?*t)][1 — 3kX*(t — 7))}
=1—-3kE[X?(t)] — 3kE[X?(t — 7)] + OK*E[X?*() X*(t — 7)]
=1 - 6kRx(0) + 9k* [2R% () + R% (0)]
—=[1 — 3kRx(0)]* + 18k*R% (7).

Par intégration, on obtient

Ry (1) = [1 — 3kRx (0)]?Rx (1) + 6k*R% (1) + C.

3. On rappelle que les moments d’un signal Gaussien de moyenne nulle X (¢) vérifient la relation
suivante
map = E [X*'(t)] =[(2n — 1) (2n — 3) x ... x 5 x 3 x 1] R%(0)

En déduire la valeur de C'.
La constante C' s’obtient classiquement en faisant 7 = 0 dans (2)

C = Ry (0) — [1 = 3kRx(0)]*Rx(0) — 6k*R%(0).
L’expression de Ry (0) se calcule comme suit

Ry (0) =E[Y?%(t)]
=E[X2(t) — 2kX*(t) + K2 XO(1)]
=1 — 2kma + k>mg.
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En utilisant le rappel, on obtient
Ry (0) = Rx(0) — 6kR%(0) + 15k*R3(0)
et donc
C = Rx(0) — 6kR%(0) + 15k*R3%(0) — [1 — 3kRx (0)]*Rx (0) — 6k*R%(0) = 0.

Remarque : on peut retrouver ce résultat en faisant T — oo dans (2).

4.5 Ecretage dur d’un signal aléatoire

Soit un signal aléatoire gaussien réel x(¢) de moyenne nulle, de fonction d’autocorrélation R, (7) et de
densité spectrale de puissance s, (f) (ce signal est donc stationnaire). On considere le signal y(¢) défini
par y(t) = G[z(t)] ot G modélise un écrétage dur défini par G(x) = Lsgn[z], ¢’est-a-dire
y(t) = Lsix(t) >0 (25
y(t) = —Lsi z(t) < 0. (26)

1. On rappelle que la densité de probabilité du vecteur [U, V] = [z(t), z(t — 7)] est

1 1
— exp |—=(u,v)Z " Hu,v T}
21/ det X p[ 2( ) (w,0)

ol (u,v) € R? et ol X est la matrice de covariance du couple (U, V') définie par

- (20, " )~ (50 40)

fx(u,v) =

Montrer que E {d[z(t)]d[z(t — 7)]} = %\/ﬁ’ ot det(X) est le déterminant de la matrice X.
On a

B {000t — 7))} = //5 o) fss (1, v)dudy

=fx(0,0)
1

T om/det(D)

2. On-rappelle que la dérivée de la fonction G est G’ (x) = 2Ld(x). Déterminer la fonction d’autocorrélation

du signal y(t) en fonction de celle du signal x(¢) et d’une constante additive notée C'. Déterminer
la constante C.
Indication : on rappelle la primitive suivante

/ ! R arcs (u)
u = arcsin
Va? —u? |al

D’apres le théoreme de Price, on a

ORy(1) . [0y(t) Oy(t — 1)

OR,(T) =E [fh(t) Ox(t — T):|
=FE {2L[x(t)] x 2L[z(t — 7)]}
—4L*E {6[z(t)]6[z(t — )]}
o
R NET)
B 212

m/R2(0) — R2(7)
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Par intégration, on obtient

Ry () 27

I
B
>
=
o
Z.
=
| —
8
.y
| I
+
Q

. Déterminer la constante d’intégration C.
La constante d’intégration peut se déterminer comme d’habitude en faisant 7 = 0

C = Ry(0) — 27TLQArcsin [giggﬂ = Ry (0) — L2

Mais
R,(0) = E[y(t)] = E[L? = L*.

On en conclut
C=0.
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5 Processus de Poisson homogene

Dans certaines applications, on est amené a considérer des instants aléatoires modélisant par exemple
le départ ou I’arrivée d’événements particuliers. C’est dans ce contexte qu’on peut utiliser des suites
d’instants possédant des propriétés spécifiques formant un processus de Poisson.

5.1 Définition

Soit une suite d’instants {¢;}cz et N (¢, 7) le nombre de ces instants appartenant a I’intervalle [t, ¢ + 7|.
Le nombre d’instants appartenant a I’intervalle [0, ¢[, noté N (t) = N(0,t), est un processus de Poisson
homogeéne si les trois propriétés suivantes sont vérifiées

e Stationnarité (régime établi) : P,(7) = P[N(t,7) = n| est indépendante de ¢.

e Indépendance du passé et de ’avenir (non embouteillage) : si [¢t,t + 7[ et [t/,¢' + 7/[ sont des
intervalles disjoints, alors N (¢, 7) et N (¢, 7") sont des va indépendantes.

e Non accumulation (non simultanéité des instants ¢;) : si ¢(7) = P[N(t,T) > 2], alors @Tjoo
On admettra que ces trois propriétés sont vérifiées si et seulement si (condition nécessaire et suffisante)
N(t, 7) suit une loi de Poisson de parameétre \|7|, oul A est le nombre moyen d’instants dans un intervalle
de largeur 7 = 1, ce qui explique la terminologie “Processus de Poisson” utilisée pour N (¢). On notera
que le parametre A permet d’ajuster la quantité moyenne d’instants ¢; contenus dans un intervalle de
durée fixe, qui dépend de I’application considérée.

5.2 Propriétés
Un processus de Poisson homogene vérifie les deux propriétés suivantes

e [oi des largeurs d’intervalles
Si L, = tp41 — tp, alors {L,},ez est une suite de va indépendantes de lois exponentielles
de parametre \. Cette propriété indique que pour générer un processus de Poisson, il suffit de
générer les variables aléatoires L, suivant des réalisations indépendantes d’une loi exponentielle
de parametre de parameétre .

e Loi des instants
Si I'intervalle [0, ¢[ contient n instants t1, ..., t,, alors chaque instant ¢; suit une loi uniforme sur
[0,2].

5.3 Signal des télégraphistes

Le signal des télégraphistes appelée aussi basculeur Poissonnien est un signal aléatoire x(t) défini par

Asit=0
z(t) =< Asi N(0,t) pair
—A si N(0,t) impair

ol A est une variable aléatoire uniforme sur {—1,+1} indépendante de N (¢,7),Vt,V7. Nous al-
lons montrer que le signal aléatoire x(t) est stationnaire de moyenne E [z(t)] = 0 et de fonction
d’autocorrélation R, (1) = e~ 2AI7l,

e Moyenne
E[X(t)]=2P[X(t)=1]—1.
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Mais

P[X(t)=1] =P[“A=1et N(0,t) pair”ou“A = —1 et N(0,t) impair”]
=P[A = 1]P[N(0,t) pair] + P[A = —1]P[N(0, t) impair]

PIN(0,t) pair| + %P[N(O, t) impair]

d’on
E[X(®)]=0]

e Fonction d’autocorrélation
EXt)X(t—7)]=2PXt)X(t—71)=1] - 1.
Mais

PIX()X(t—7)=1] =P

N(t, ) pair]

M

P[N(t,7) = 2K

ol
Il
[e=]
~—
[\
ko

exp(—A|7])

i
o

I
[]¢
—
ok
Z=

exp(=A|7]) + exp(A[7])
2

exp(—Al7|)

[1 4+ exp(—2X\|T])].

|
N = —

d’ou

Ry(1) = e Pl yr e R

e Densité spectrale de puissance

s2(f) = TF[Ry(7)] = VfeR.

N2 F a2 f2

Cette fonction est appelée “Lorentzienne”.
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6 Annexes

6.1 Preuve du théoréeme de Price

Pour tout vecteur Gaussien centré X = (X7, X2)T, on a pour toute fonction non-linéaire g telle que
Y1 = g(X1) et Yo = g(X2) le résultat suivant

OEMYs) _ (0% OY
OE(X1X5) 09X, 0X,

Le vecteur X = (X7, X3)7 étant Gaussien centré, il posséde la densité

avec ¢ = (x1,72)7 et & € M3 (R) est la matrice de covariance définie par

m- (B0 ) - (s )

donc

Elg(X1)g(X2)] = / / 9(e1)g(z2)p(@)diydas.

On suppose que les deux fonctions non-linéaires g(z1) et g(x2) ont des transformées de Fourier telles
que

G(f) = /g(:cl)e‘j?”f””lda;1 et G(f2) = /g(x2)e—j2ﬂ'f2:vzdx2_

On a alors
g(e1) = TEG(f1)] = / G(f)e> h71df, et g(az) = TR [G(f2)] = / G(fa) ™22 f,

et donc

BlgCs() = [ [ [ / G(f1)€j2”fmdf1] { / G<f2>ef‘2”f2m2df2} p(a)dirdis.

En supposant qu’on peut intervertir les différentes intégrales, on obtient

Blo(x1)g(x2)] = [ [ GG [ /] eﬂ”(fm+f2x2>p<w>dx1dx2} afdfs

Cette expression fait intervenir la fonction caractéristique ¢ du vecteur Gaussien X = (X1, Xo)? qui
est connue, d’oll

/ / P2 NIy () dpy divy =¢(27 fr, 2 fo)

:eXp{—i[QTFfl,Qﬂ'fg]E[ 377:;; :|}

=exp [-2n° fof — 2% 05 — 4n° 1 f2 E[X1 Xa]] .
En dérivant cette derniére expression par rapport a E[X; X5], on obtient

dexp [—2n? foi2n? f303 — Ax’ f1 frE[ X1 Xo|]

aE(Xle) = —47['2flf2 exp [—27T2f120'% — 27T2f220'% — 47T2f1f2E[X1X2]]
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d’ol
OE(Y1Y5)

(X1 X)) //47T fLRG(f)G(f2) exp [—27° fiof — 2n° f3o5 — 47 f1 f2E[ X1 Xo]] dfvdfs

_ / / 4m2 [y oG (1) G (f2)02r f1. 27 o) dfadlfo.
Y1 dY, oY, aYz
E (axax) / / X, ox, P @) dridre.
Utilisant le fait que TF[gi/ | = 727 f1G1(f1) et que TF[ayQ] = j27 foG2( f2), on obtient
Y, 0Y, oy 0y2
E <8X1 8X2> // (9.%‘1 81‘2 dxlde
- / / [ / (jQWfl)G(fl)eﬂ”fmdfl] [ / (jQWfQ)G(fg)ej%f?“dfg] p(x)dxday

= [ ez [ /] eﬁ”(fm+f222>p<w>dx1dxz] afdfs
= [ [G2n G () G2 G )62 fr 2w ),

Par ailleurs

d’ou le résultat final

OEMY;) . [0Y1 9Y,
OE(X1X2)  |0X10X»
Avec un raisonnement similaire, on montrerait que
OMEMYs) oY oMY,
B XM | ox® ox (P

ot (¥) désigne la dérivée keme.
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