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Rappels sur l’estimation statistique

Notations

I Observations
x1, ..., xn

I Échantillon
X1, ..., Xn

n va iid associées aux observations

I Estimateur
θ̂(X1, ..., Xn) ou θ̂n ou θ̂
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Exemple

Modèle 1 : xi = a+ ei avec ei ∼ N (0, σ2)
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Exemple

Modèle 2 : xi = ai+ b+ ei avec ei ∼ N (0, σ2)
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Exemple

Modèle 3 : xi = a cos(iφ) + ei avec ei ∼ N (0, σ2)

6/ 8



Slides de cours 2EEEA - 2023-2024

Application réelle

Altimétrie
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Application réelle

Formation de l’écho altimétrique
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Application réelle

Modèle de Brown
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Application réelle

Modèle de Brown
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Estimation Bayésienne

Hypothèses

Soit (X1, ..., Xn) un échantillon (n variables aléatoires indépendantes et de
même loi) dont la loi dépend d’un vecteur paramètre inconnu θ ∈ Rp. On
cherche à estimer θ à partir d’observations (x1, ..., xn) et à partir d’une
information a priori sur le paramètre θ. L’approche Bayésienne suppose que
l’on connâıt les quantités suivantes :

I la densité a priori du paramètre θ notée p (θ) qui résume l’information
dont on dispose sur le paramètre θ,

I la loi de la variable aléatoire Xi conditionnelle au vecteur paramètre θ,
i.e., la densité de Xi sachant θ notée p(xi|θ) (cas continu) ou la
probabilité d’avoir xi sachant θ notée P [Xi = xi|θ] (cas discret).

Problème

Comment estimer le vecteur paramètre θ à l’aide des observations (x1, ..., xn) ?
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Estimateur du maximum de vraisemblance

I Vraisemblance

L(x1, ..., xn; θ) =

{
Xi va discrète : P [X1 = x1, ..., Xn = xn; θ]
Xi va continue : p(x1, ..., xn; θ)

I Estimateur du maximum de vraisemblance

θ̂MV = argmax
θ

L(X1, ..., Xn;θ)

I Exemple : Xi ∼ N (m,σ2) avec θ = (m,σ2)T .
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Estimateur du maximum a posteriori (MAP)

I Définition
θ̂MAP = argmax

θ
p(θ|X1, ..., Xn)

avec

p(θ|x1, ..., xn) =
p(x1, ..., xn|θ)p(θ)

p(x1, ..., xn)
,

i.e.,
θ̂MAP = argmax

θ
{p(x1, ..., xn|θ)p(θ)}

I Exemple
I Vraisemblance

Xi ∼ N (θ, σ2)

I Loi a priori
θ ∼ N (µ, ν2)

I Estimateur MAP

θ̂MAP = X

(
nν2

nν2 + σ2

)
+ µ

(
σ2

σ2 + nν2

)
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Estimateur MMSE (minimum mean square error)

I Définition

θ̂MMSE = argmax
θ

E

[(
θ − θ̂

)T (
θ − θ̂

)]
= E[θ|X1, ..., Xn]

I Exemple
I Vraisemblance

Xi ∼ N (θ, σ2)

I Loi a priori
θ ∼ N (µ, ν2)

I Estimateur MMSE

θ̂MMSE = X

(
nν2

nν2 + σ2

)
+ µ

(
σ2

σ2 + nν2

)
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Estimateur MMSE

Preuve de θ̂MMSE = E[θ|X1, ..., Xn] dans le cas où θ ∈ R

E[(θ̂ − θ)2] = E[E[(θ̂ − θ)2|x]]

=

∫
E[(θ̂ − θ)2|x]p(x)dx, x = (x1, ..., xn)

T

Puisque p(x) ≥ 0, l’estimateur θ̂(x) qui minimise E[(θ̂ − θ)2] minimise E[(θ̂ − θ)2|x]
pour tout x. Mais

E[(θ̂ − θ)2|x] = E[θ2|x]− 2θ̂(x)E[θ|x] + θ̂ 2(x)

= var[θ|x] +
{
θ̂(x)− E[θ|x]

}2

≥ var[θ|x]

avec égalité lorsque

θ̂(x) = E[θ|x]
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Que faut-il savoir ?

I Signification de l’estimateur du maximum a posteriori d’un vecteur
paramètre inconnu θ

I Calculer l’estimateur du maximum a posteriori d’un vecteur paramètre
inconnu θ

I Signification de l’estimateur MMSE d’un vecteur paramètre inconnu θ

I Calculer l’estimateur MMSE d’un vecteur paramètre inconnu θ
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