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Filtre de Kalman

Modèle

I Équation d’état
xk+1 = Fkxk + uk

où uk est un bruit blanc de matrice de covariance E[uku
T
k ] = Qk.

I Équation d’observation
zk = Hkxk +wk

où wk est un bruit blanc de matrice de covariance E[wkw
T
k ] = Rk.

I État initial
x0 ∼ N (m0,Σ0)

Problèmes

I Filtrage : estimation de xk à partir de z1:k = (z1, ..., zk)

I Prédiction : estimation de xk à partir de z1:l = (z1, ..., zl) avec k > l

I Lissage: estimation de xk à partir de z1:l = (z1, ..., zl) avec k < l

Dans la suite, on se limite au problème de filtrage.
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Filtre de Kalman

Estimateur MMSE

L’estimateur x̂k qui minimise E
[
‖x̂k − xk‖2

]
est défini par :

x̂k|k = E [xk |z1:k ]

Une propriété remarquable de cet estimateur est son écriture récursive qui
définit les équations du filtre de Kalman discret. Cette écriture permet
également de déterminer récursivement la variance de l’erreur de filtrage

Pk|k = E
[(

xk − x̂k|k
) (

xk − x̂k|k
)T ∣∣∣z1:k

]
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Filtre de Kalman

Algorithme

Prédiction à un pas

x̂k+1|k = Fkx̂k|k

Covariance de l’erreur de prédiction à un pas

Pk+1|k = FkPk|kF
T
k +Qk

Gain de Kalman

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1

(
Hk+1Pk+1|k+1H

T
k+1 +Rk+1

)−1

Estimation de l’état à l’instant k + 1

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1

(
zk+1 −Hk+1x̂k+1|k

)
Matrice de covariance de l’état à l’instant k + 1

Pk+1|k+1 = (I −Kk+1Hk+1)Pk+1|k
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Filtre de Kalman

Preuves

On rappelle qu’on a

xk+1 = Fkxk + uk (équation d’état)

zk = Hkxk +wk (équation d’observation)

I Prédiction à un pas
x̂k+1|k = E[xk+1|z1:k]

= E[Fkxk + uk|z1:k]
= FkE[xk|z1:k]
= Fkx̂k|k

I Matrice de covariance de l’erreur de Prédiction à un pas

Pk+1|k = E[(xk+1 − x̂k+1|k)(xk+1 − x̂k+1|k)
T |z1:k]

= E[(Fkxk + uk − Fkx̂k|k)(Fkxk + uk − Fkx̂k|k)
T |z1:k]

= FkE[(xk − x̂k|k)(xk − x̂k|k)|z1:k]F T
k +Qk

= FkPk|kF
T
k +Qk

I ...
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Exemple 1

Signal défini par les équations d’état et d’observation
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Exemple 2

Signal avec rupture de modèle
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Que faut-il savoir ?

I Signification des équations d’état et d’observation

I Signification du filtrage, de la prédiction et du lissage

I Principe d’une estimation récursive de l’état d’un sytème et de l’erreur
d’estimation

I Les différentes étapes du filtre de Kalman
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