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Applications
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Classification

Notations

I K classes ω1, ..., ωK

I x = [x (1) , ..., x (p)]T vecteur d’observations ∈ X = Rp

I A: ensemble d’actions a1, ..., aq où ak “affecte le vecteur x dans la classe
ωk” avec k = 1, ...,K

Definition

d :
X → A
x 7→ d(x)

Remarque

Classification avec reject: A = {a0, a1, ..., aK} où a0 = “on ne classe pas le
vecteur x”
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Classification Bayésienne

Hypothèses : modèle probabiliste

I Probabilité a priori de la classe ωk

P (ωk)

I Densité de probabilité du vecteur x conditionnelle à la classe ωk

p (x |ωk )

Conclusion

I Probabilité a posteriori que x appartienne à la classe ωk

P (ωk |x ) =
p (x |ωk )P (ωk)

p (x)

avec p (x) =
∑K

k=1 p (x |ωk )P (ωk).
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Exemple
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Classifieur du maximum a posteriori (MAP)

Définition

d∗ (x) = aj ⇔ P (ωj |x ) ≥ P (ωk |x ) , ∀k ∈ {1, ...,K}

Classes équiprobable : classifieur du maximum de vraisemblance

d∗ (x) = aj ⇔ p (x |ωj ) ≥ p (x |ωk ) , ∀k ∈ {1, ...,K}

Propriété

Le classifieur MAP minimise la probabilité d’erreur de classification
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Preuve (2 classes)

Probabilité d’erreur

Pe = P [d (x) = a1 ∩ x ∈ ω2] + P [d (x) = a2 ∩ x ∈ ω1]

= P [d (x) = a1 | x ∈ ω2]P (ω2) + P [d (x) = a2 | x ∈ ω1]P (ω1)

Soit Ri = {x ∈ Rp/d(x) = ai} la région associée à l’acceptation de la classe ωi

Pe =

∫
R1

P (ω2) p (x |ω2 ) dx +

∫
R2

P (ω1) p (x |ω1 ) dx

= P (ω2)

[
1−

∫
R2

p (x |ω2 ) dx

]
+

∫
R2

P (ω1) p (x |ω1 ) dx

= P (ω2) +

∫
R2

[P (ω1) p (x |ω1 )− P (ω2) p (x |ω2 )] dx

= P (ω2)−
∫
R2

[P (ω2 |x )− P (ω1 |x )] p (x) dx

Pe est minimum lorsque R2 = {x/P (ω2 |x ) > P (ω1 |x )}
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Probabilité d’erreur (K classes)

Définition

Pe =

K∑
k=1

P [d (x) = ak ∩ x /∈ ωk]

Propriété

Le classifieur MAP minimise Pe

Preuve

admise
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Cas gaussien

Densité

p (x |ωk ) =
1

(2π)p/2
√

det Σk

exp

[
−1

2
(x−mk)T Σ−1

k (x−mk)

]

Cas général

d∗ (x) = ai ⇔ gi (x) ≥ gk (x) ∀k = 1, ...,K

avec

gi (x) = − (x−mi)
T Σ−1

i (x−mi)− ln detΣi + 2 lnP (ωi)
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Cas Gaussien

Classifieur

Fonctions discriminantes : Terme quadratique+ terme linéaire + constante
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Matrices de covariance identiques (Σi = Σ)

Classes équiprobables : règles de la distance aux barycentres

d∗ (x) = ai ⇔ dM (x,mi) ≤ dM (x,mk) ∀k = 1, ...,K

où dM est la distance de Mahalanobis

dM (x,mk) =

√
(x−mk)T Σ−1 (x−mk)

Classes non équiprobables : fonctions discriminantes affines

d∗ (x) = ai ⇔
[
x− 1

2
(mi + mk)

]T
Σ−1 (mi −mk) ≥ ln P (ωk)

P (ωi)
, ∀k
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Que faut-il savoir ?

I Règle de classification Bayésienne

I Équivalence avec le classifieur du maximum de vraisemblance et de la règle
de la distance aux barycentres

I Calcul de la probabilité d’erreur du classifieur Bayésien
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