EXAMEN SIGNAUX ALEATOIRES - 2 EEEA
Mardi 3 décembre 2024 (10h00-11h30)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Génération d’un signal de densité spectrale de puissance donnée (5 points)

L’ objectif de cet exercice est de générer un signal aléatoire stationnaire de densité spectrale de puis-
sance égale a une fonction positive donnée g( f) d’intégrale bornée, i.e., telle que fjozo g(f)df < oc.

1. Déterminer la constante a € R (dépendant de g) pour que p(f) = % soit une densité de proba-
bilité.
2. On considere le signal aléatoire
z(t) = aej(2ﬂft+¢>),
ol a > 0 est une constante positive, f est une fréquence aléatoire de densité de probabilité p(f) =
% et ¢ est une phase aléatoire uniforme sur |0, 27r[. On suppose également que f et ¢ sont deux
variables aléatoires indépendantes.

e Déterminer la moyenne du signal z(t).

e Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de x(t) en fonc-
tion de TF~![p(f)] et de p(f) respectivement.

e Conclure

3. On filtre le signal x(t) précédent avec un filtre de réponse impulsionnelle h(t) = exp(—|t]).
Déterminer la densité spectrale de puissance du signal filtré y(t) = x(t) = h(t).

Exercice 2 : Ecrétage souple (5 points)

On considére un signal aléatoire réel z(t) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R,(7) et de densité spectrale de puissance s, (f). L objectif
de cet exercice est de calculer la fonction d’autocorrélation du signal y(t) = g[z(t)] avec

1 U 2 “ 2
uw) = ——erf [ — |, avec a > 0 et erf(u :/ eV dv.
90 = 5K (m) W=7k

La fonction g modélise le phénomene d’écrétage souple utilisé en audio (soft clipping). On rappelle que
laloi du couple (U, V') = (x(t), z(t — 7)) est gaussienne de densité de probabilité
1

1 _
flu,v) = 27r\/ﬁexp [—2(u,v)2 1(u,v)T}

ol (u,v) € R? et ot X est la matrice de covariance du couple (U, V') définie par

_( var(U) cov(U,V)
¥ = < cov(U,V) wvar(V) >

et qu’on a le résultat suivant : pour tout vecteur Gaussien Z = (U, V)T de vecteur moyenne nul et de

matrice de covariance X .
E [esz QZ} — [det(Iy — 25Q%)] Y2, 1)

ou s € R, @ est une matrice symétrique réelle de taille 2 x 2, I est la matrice identité de taille 2 x 2 et
det(A) est le déterminant de la matrice A.



1. Montrer que si (U, V') = (x(t),z(t — 7)), onavar(U) = var(V') = R;(0) etcov(U, V) = Ry (7).
En utilisant (1), montrer que

—-1/2

E e—i[a?(t)ﬂ?(t—f)q — .

(1+ Rxaw))? R,

2. Déterminer la moyenne du signal y(¢) (on remarquera que g est une fonction impaire).

3. A I’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de g%gg en fonction de I’espérance
déterminée a la premiere question. En déduire R, (7) a une constante additive pres.

On rappelle la primitive
/ du Arcsi (u)
——— = Arcsin | — | .
Va2 — y2 a

Remarque : ce résultat est issu I’article de R. F. Baum intitulé “The Correlation Function of Smoothly

Limited Gaussian Noise” publié dans la revue IRE Transactions on Information Theory en septembre
1957 (vol. 3, no. 3).



Transformée de Fourier

X(f) = [ga(t)e mtdt
TF. |

w(t) = [z X (f)em I df

—_
=

x(t) réelle paire

X (f) réelle paire

—_—
=

x(t) réelle impaire

X (f) imaginaire pure impaire

x(t) réel

Re {X(f)} paire
Im{X(f)} impaire
X ()| pair
arg { X (f)} impaire

ax(t) + by(t) = aX(f) —i—lbY(f)
x(t —to) = X(f)e*‘%ftO
x(t)etTi2miot = X(f = fo)
0 = X7 )
z(t) . y(t) = X(f) =Y (f)
z(t) * y(t) = X(f)-Y(f)
z(at) = ﬁX (g
g = (i2n )" X (f)
(—iont)"2(t) = X

H

Formule de Parseval ‘ H

Série de Fourier H

Jrr@y*(t)dt = [ X(F)Y*(f)df

w(t) = X cae™T = X(f) = Yend (f — nfo)

neL

ne’

2 2 .
Jele@I”dt = [5 |X ()" df avec ¢, = 7 LTOTO% (t)e 2ot g
TF. |
1 = o(f)
d(t) = 1
e+127|’f0t — 5(f_f0) AHT(I)
§(t—to) = e~ it 1
S(t—kT) = IS6(f-%

P ) T2 (f=7) ;
cos (27 fot) = $[0(f—fo)+5(f+ fo)l T /2 T/2
sin(21fot) = 5 [0(f — fo) = (f + fo)]

e—alt] — a2+i(71r2f2 r A (1)
5 2a N e—a|f| 1
a?4+4m2t2 T
eI+ (t) = ar2if -
%!e_atHR+ (t) — W -T T
o=t — ? exp(_if) 111110 Attention !!!!!
—72 — . II7 (t) est de support égal a T
¢ — < A7 (t) est de support égal a 2T
N sin(nTf) _ . T
Iz (t) = T—=gp =Tsinc (Tf) | etona Iy (t) « Iy (t) =T Ap (t)
A7 (t) = Tsinc® (rTf)
Bsinc(nBt) = 5 (f)
Bsincé? (rBt) = Ap (f)

S = {+(<)>oSis§f:00 et/Ré(t)dtzl
6 (t—to) f(t) = d(t—1to) f(to)
6(t—1to)x f(t) = f(t—to)
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