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Exercice 1: Estimation d’une fonction d’autocorrélation (10 points)
On considere un signal déterministe périodique
x(t) = Acos(27 fot)
out A est une amplitude réelle positive et fy est une fréquence (également positive).

1. Déterminer la fonction d’autocorrélation, la puissance et la densité spectrale de puissance du signal
x(t) que I’on notera respectivement Rx (1), Py et sz (f).

2. En pratique, on ne peut observer le signal z(t) que sur une durée finie 7" et donc on a uniquement
acces au signal x7(t) = z(t)IIy (¢t — ) (ot Il (t) est définie dans les tables). A quelle classe de
signaux appartient le signal x7(t) ? Déterminer la fonction d’autocorrélation du signal x(¢) notée
R7(7) (on fera le calcul pour 7 > 0 et on utilisera la parité de Rz (7)). On construit 1’estimateur

Bo(r) = %RT(T).

Montrer que R, (7) se décompose sous la forme Ry (7) + Ry(7) avec
A2
Ri(1) = - cos(2m for)Ar(T)

ou la fonction triangle A7 (7) est définie par (voir aussi tables)

1-sipr <
A = T
r(7) { 0 sinon.

Montrer que R;(7) et Ro(7) tendent respectivement vers Rx (7) et 0 lorsque 7" tend vers +oc.
3. On suppose que 7 est suffisamment grand pour avoir R, (1) = Ry(7).

e En déduire une expression approchée de s,(f) définie par s,(f) = si1(f) ou s1(f) =
TF[R1(7)]. Représenter graphiquement s, (f) et s, (f).

e On désire estimer la puissance du signal z(¢) & partir de s1(f). Quel estimateur P, proposez-
vous ? Calculer P, dans le cas du signal z(¢) = A cos(27 fot).



Exercice 2: Détection d’un signal aléatoire stationnaire (10 points)

L’ objectif de cet exercice est de détecter la présence d’un signal aléatoire stationnaire s(t) a partir de
I’observation de z(t) = s(t) + b(t), ou b(¢) est un bruit additif Gaussien supposé aléatoire stationnaire
indépendant de s(¢). On supposera dans cet exercice que b(t) est de moyenne nulle et on notera Ry (7) et
sp(f) la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de b(¢). Pour détecter la présence
du signal (), on propose d’utiliser un quadrateur qui permet de construire le signal y(t) = x2(t), puis
de filtrer y(t) a ’aide d’un filtre moyenneur pour obtenir le signal z(¢) défini par

z(t) = ;/t_T y(u)du.

1. On commence par étudier ’opération de filtrage par moyennage qui transforme () en z(¢) et on
suppose que y(t) est un signal aléatoire stationnaire.
e Justifier que I’opération reliant z(t) et y(¢) est une opération de filtrage linéaire.
e Déterminer la transmittance H (f) et la réponse impulsionnelle i () de ce filtre.
e Déterminer la moyenne de z(t) en fonction de m, = E[y(t)].
e Déterminer la puissance du signal z(¢) sous la forme d’une intégrale d’une fonction dépen-

dant de s, (f) etde T

Pour étudier la moyenne et la puissance de z(t), on a donc besoin de déterminer Ey(t)] et s, (f),
ce qui est I’objet de la prochaine question.

2. En utilisant le fait que y(¢) = x2(t), déterminer la moyenne de y(¢) sous les hypothéses Hy et H;
définies comme suit

3. En utilisant le théoréme de Price, déterminer la fonction d’autocorrélation du signal y(¢) sous
I’hypothése Hy. En déduire s, ( f) et la puissance du signal y(t) sous I’hypothése Ho, lorsque b(t)
possede la densité spectrale sp(f) = IIA(f).

4. La performance de la procédure de détection décrite dans cet exercice peut se mesurer a 1’aide
d’un critere appelé “déflation” défini comme suit

_ E[2(t)|Hy] — E[=(t)| H
Var|z(t)|Hy)
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X(f) = [pa(t)e?ritdt

Transformée de Fourier

(t) = [ X(f)e?Itdf

[TF]
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X (f) réelle paire

x(t) réelle impaire

—
—

X(f) imaginaire pure impaire

Re{X(f)} paire
Im {X(f)} impaire

e = X() pair
arg {X(f)} impaire
SO = AX() + V)
x(t —'tg) = X(f)e 2rlto
z(t)et ot = X(f = fo)
z*(t) = X*(=f)
x(t) - y(t) = X(f)*Y(f)
z(t) * y(t) = X(f) - Y(f)
x(at) = ﬁX (5)
e - (i2rf)" X (f)
(—i2nt)" a(t) = A0
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Iz (t) = T — 2Ts1nc (nT'f) Iy (t) est de support égal a T
.AT (t) = Tsinc (nTf) A7 (t) est de support égal a 27T
Bsinc(rBt) = g (f) et ona Iy (¢) * 7 (£) = T Ar (2)
Bsinc® (nBt) = Ag (f)
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