EXAMEN TRAITEMENT DU SIGNAL - SIGNAUX ALEATOIRES - 2 EEEA
Mardi 19 Décembre 2022 (16h00-17h30)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Stationarité et ergodicité (3 points)

On considere un signal aléatoire réel =(¢) stationnaire de moyenne E[z(t)] = m # 0, de fonction
d’autocorrélation R;(7) et de densité spectrale de puissance s, (f). On considere une variable aléatoire
réelle A de moyenne nulle et de variance 0124 > ( indépendante du signal z(¢). On forme le signal

y(t) = Az(t).

1. Déterminer la moyenne, la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance du signal
y(t). Le signal y(t) est-il stationnaire ?
La moyenne de x(t) est

Ely(t)] = E[Az(t)] = E[A]E[2(t)] = 0,
ol on a utilisé I'indépendance entre a et x(¢). La fonction d’autocorrélation de y(¢) est
Ely(t)y"(t — 7)) = E[A%x(t)a"(t — 7)) = E[A’]|Ela(t)a™(t — 7)] = 04 Ra(7),

ot on a utilisé 1’indépendance entre A et x(t) qui implique I’indépendance entre A? et z(t)z* (t —
7). La densité spectrale de puissance est donc

sy(f) = TF[Ry(7)] = 0s:(f).

Comme la moyenne et la fonction d’autocorrélation de y(¢) sont indépendantes du temps, le signal
y(t) est stationnaire.

2. On suppose que le signal z(t) est ergodique au premier ordre (pour la moyenne). Le signal y(t)
est-il ergodique au premier ordre ?
Le signal y(t) est ergodique pour la moyenne si Sy, (07) — S, (07) —|m,|? = 0 avec m, = E[y(t)].
Mais
5,(07) = 5,(07) — |my > = %15.(0%) — S4(07)] — 0 = Bm”

car x(t) est ergodique au premier ordre, ce qui signifie S;(07) — S, (07) — |m.|?> = S.(0F) —
S.(07) —m? = 0. Comme 04 > 0etm # 0, ona S, (07) — S, (07) — |my|? # 0 et donc y(t)
n’est pas ergodique au premier ordre.

Exercice 2 : Equation différentielle (3 points)

On considere un signal aléatoire x(¢) stationnaire de moyenne E[x(t)] = 0 et de fonction d’autocorrélation
R, (1) = a®§(7), ol a est une constante. Un autre signal aléatoire y(t) est solution de I’équation dif-
férentielle

y'(t) + 3y(t) = x(t).

1. Déterminer z(t) lorsque y(t) = e/>*ft. En déduire que x(t) peut étre obtenu par filtrage linéaire
de y(t) par un filtre de transmittance H(f) = b + j2ndf, ou b et d sont deux nombres réels a

déterminer. On admet que dans ce cas, y(t) peut étre obtenu par filtrage linéaire de =(¢) par un

filtre de transmittance G(f) = ﬁ Déterminer la réponse impulsionnelle de ce filtre inverse



notée g(t).
Si on remplace y(t) par e/27/¢, on obtient

2(t) = 2513 + jorf],
ce qui signifie que x(t) est obtenu par filtrage linéaire de y(¢) par un filtre de transmittance
H(f)=3+j2nf.
On en déduit
11
H(f) 3+j2nf

et donc, en utilisant les tables de transformées de Fourier

G(f) =

g(t) = e g+ ().

2. Déterminer la densité spectrale de puissance et la fonction d’autocorrélation du signal ().
D’apres la relation de Wiener-Lee, on a

sy(F) = s2(HIGF)? = a® x 9+417Tf
d’ou
Ry(r) = TF s, (/) = Srpt [ 6
(1) = [sy =% 0 an2f2|

En utilisant les tables, on en déduit

2
a” 37
Ry(T) = F@ 3 ‘

Exercice 3 : Valeur absolue d’un processus aléatoire stationnaire (4 points)

On considere un signal aléatoire réel z(¢) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R (7) et de densité spectrale de puissance s;(f). On forme le

signal y(t) = g[z(t)] = |=(t)|.

1. Déterminer la moyenne du signal y(¢) que 1’on exprimera en fonction de R, (0).
Ona

+00 ’LL2
Bly®) = Elle(ol) = [l exp (2U> du

avec 02 = R, (0). Donc
oo 1 u? \/202 \/2Rx (0)
(®) /0 ! 210? P ( 202) . T 7T

2. Exprimer la dérivée de g en tout point u # 0 a I’aide de la fonction signe définie par

. 1si u>0
signe(u) = —1s1 u<0.



984(1) en fonction de la fonction

A Tl’aide du théoreme de Price, déterminer une expression de

ORy(T)
d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(t)] (1pt).
La dérivée de la fonction g est
1si v>0 .
g'(v)= { “1siv<0, sign(v).
D’apres le théoreme de Price
ORy(r) _ . [0y(t) Dy(t —7)
OR(T) 0x(t) Ox(t — )
=F [sign[z(t)]sign[z(t — 7)]]
=R, (7). €))

. On rappelle que la fonction d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(t)] (déterminée en TD) est
définie par

)= o 1)

et qu’on a le résultat suivant

/ 2
/Arcsin <E) dx = xArcsin (E) +ay/1— :%
a a a

En déduire R, (7) en fonction de R,(7) et d’'une constante additive notée C' (1pt).
En utilisant le rappel et le résultat de la question précédente, on a

D) _ 2 g [220)]

ORy (1) R, (0)
" Ry(r) = 2 Ry(r)aresin | 2] 4 25 ) )1 - 0D
y(T) = - »(7)Arcsin [Rg;(())] + - +(0) — R2(0) +C.

. Déterminer la constante C' (1pt).

On a
C = Ry(0) = Ry(0) — 0 = R,(0) — Ra(0).
Mais
Ry(0) = E[y*(t)] = B[z*(t)] = R.(0)
D’ou C = 0.



Transformée de Fourier

X(f) = [ga(t)e mtdt
TF. |

w(t) = [z X (f)em I df

—_
=

x(t) réelle paire

X (f) réelle paire

—_—
=

x(t) réelle impaire

X (f) imaginaire pure impaire

x(t) réel

Re {X(f)} paire
Im{X(f)} impaire
X ()| pair
arg { X (f)} impaire

ax(t) + by(t) = aX(f) —i—lbY(f)
x(t —to) = X(f)e*‘%ftO
x(t)etTi2miot = X(f = fo)
0 = X7 )
z(t) . y(t) = X(f) =Y (f)
z(t) * y(t) = X(f)-Y(f)
z(at) = ﬁX (g
g = (i2n )" X (f)
(—iont)"2(t) = X

H

Formule de Parseval ‘ H

Série de Fourier H

Jrr@y*(t)dt = [ X(F)Y*(f)df

w(t) = X cae™T = X(f) = Yend (f — nfo)

neL

ne’

2 2 .
Jele@I”dt = [5 |X ()" df avec ¢, = 7 LTOTO% (t)e 2ot g
TF. |
1 = o(f)
d(t) = 1
e+127|’f0t — 5(f_f0) AHT(I)
§(t—to) = e~ it 1
S(t—kT) = IS6(f-%

P ) T2 (f=7) ;
cos (27 fot) = $[0(f—fo)+5(f+ fo)l T /2 T/2
sin(21fot) = 5 [0(f — fo) = (f + fo)]

e—alt] — a2+i(71r2f2 r A (1)
5 2a N e—a|f| 1
a?4+4m2t2 T
eI+ (t) = ar2if -
%!e_atHR+ (t) — W -T T
o=t — ? exp(_if) 111110 Attention !!!!!
—72 — . II7 (t) est de support égal a T
¢ — < A7 (t) est de support égal a 2T
N sin(nTf) _ . T
Iz (t) = T—=gp =Tsinc (Tf) | etona Iy (t) « Iy (t) =T Ap (t)
A7 (t) = Tsinc® (rTf)
Bsinc(nBt) = 5 (f)
Bsincé? (rBt) = Ap (f)

S = {+(<)>oSis§f:00 et/Ré(t)dtzl
6 (t—to) f(t) = d(t—1to) f(to)
6(t—1to)x f(t) = f(t—to)
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