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Exercice 1 : filtrage (2 points)

On considere un signal aléatoire stationnaire X (¢) de moyenne nulle, de fonction d’autocorrélation
R(7) et de densité spectrale de puissance s(f). On construit le signal Z(t¢) défini par

Z(t) = X'(t) - X"(t)
ol X'(t) et X”(t) sont les dérivées premiere et seconde du processus aléatoire X (t).

1. Montrer que Z(t) est le résultat d’un filtrage linéaire de X (¢) par un filtre dont on déterminera la
transmittance.
Pour montrer qu’on a une opération de filtrage linéaire, il suffit de déterminer la réponse a X (t) =
exp(j2m ft) et de vérifier qu’elle s’écrit exp(j27 ft)H (f), ot H(f) est une quantité indépendante
de t qui est la transmittance du filtre (voir cours pour justification). Dans I’exemple de cet exercice,
la réponse a X (t) = exp(j2m ft) est

(j2m f) exp(j2m ft) — (j2n f)? exp(j2n ft) = exp(j2n ft)H(f)
avece
H(f) = j2nf + 4n f2

2. Déterminer la densité spectrale de puissance de Z(¢) en fonction de celle de X (¢).
D’apres la relation de Wiener-Lee, on a

sz(f) = s(HIH(f)? = s(f)(4n*£2)(1 + 4 f2).

Exercice 2 : Ergodicité (4 points)

On considere le signal X (¢) défini par X (¢) = X;(t) + AX2(t), ou A est une variable aléatoire
uniforme sur {0, 1} (i.e., P[A = 0] = P[A = 1] = 1/2), et X1(t), X2(t) sont deux signaux aléatoires
stationnaires de moyennes m; et mg, de fonctions d’autocorrélation R;(7) et Ra(7) et de densités spec-
trales de puissance s1(f) et so(f). On suppose également que A, X1 (t) et Xo(t) sont mutuellement
indépendants.

1. Déterminer la moyenne, la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de X (¢).
Ona

E[X (1) = E[X1(t) + AX(t)] = my + %

De plus
EX@O)X(t —7)] = E{[X1(t) + AXo (D)][Xa (8 —7) + AXo(t — 7)]}
En développant, on obtient

Rx (1) = Ri(1) + %RQ(T) + mime.

La densité spectrale de puissance de X (¢) s’écrit donc

sx() = 1) + 592(0) + mamad(f).



2. Ensupposant que X (t) et X5 (¢) sont des signaux aléatoires ergodiques au premier ordre, a quelles
conditions sur m; et my le signal aléatoire X (¢) est-il également ergodique au premier ordre ?
On a

Sx(f) = S1(7) + 5Sa(f) + mimaU(f).

Donc
1
ASX(O) = Sx(0+) — Sx(0_> = ASl(O) + §ASQ(O> + mims.

Le signal X (t) est ergodique au premier ordre si ASx (0) — (mq + %)2 = 0. Comme X/ () et
Xo(t) sont ergodiques au premier ordre, on a AS;(0) = m? et AS,(0) = m2. Donc

ma\ 2 1 mo\2 1
ASx(0) — <m1 + 72> =m? + §m% +mimg — (ml + 72> = Zm%

Le signal aléatoire X () est-il donc ergodique au premier ordre si et seulement si my = 0
Exercice 3 (4 points)

On considere un signal aléatoire réel x(t) gaussien de moyenne nulle. On suppose que ce signal est
stationnaire de fonction d’autocorrélation R, (7) et de densité spectrale de puissance s;(f). On forme le
signal y(t) = g[z(t)] avec

o(v) = { Avsiv >0
0 sinon

ou A est une constante strictement positive (A > 0).

1. Montrer que E{sign[z(¢)]} = 0 (1pt).

E{sign[z(t)]} =P[z(t) > 0] — Plz(t) < 0]
=2P[z(t) > 0] —1
o[ 1 ox _xQ(t) o(f) 1 =
_2/0 o p[ ]d(t) 1=0. (1)

2mo? 202

2. Exprimer la dérivée de g en tout point u # 0 en fonction de la fonction sign définie par

sign(u) = 1si u>0

W= —1si u<o.

A T’aide du théoréme de Price, déterminer une expression de R (r) e fonction de la fonction
d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(t)] (1pt).

La dérivée de la fonction g est

ORy(r)
Ry

Asi v>0
0si v<O,

/) = AU() = {

ol U est I’échelon de Heaviside, soit ¢'(v) = AU(v) = 4 [1 + sign(v)]. D’aprés le théoréme de
Price

ORy(r) _ . [0y(t) y(t —7)
OR,(T) =E {83:(0 Ox(t — T):|

A2
:TE {(1 + sign[z(t)])(1 + sign[z(t — 7)])}
2
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3. On rappelle que la la fonction d’autocorrélation du signal u(t) = sign[z(¢)] (déterminée en TD)
est définie par

)= o )

et qu’on a le résultat suivant

/ 2
/Arcsin (£> dx = xArcsin (f) +ay/1— %
a a a

En déduire R, (7) en fonction de R, (7) et d’une constante additive notée C' (1pt).
En utilisant le rappel et le résultat de la question précédente, on a

ORy (1) A% A2 . [ Rx(7)
ORu(7) e + %Arcsm R.(0)
soit
A? A? . [ Rx(7) A? R2(7)
= — 1y PR A% A A% 1—— .
Ry(T) 1 R.(7) + 27TR (7)Arcsin [Rx(O)] + 27rR (0) R2(0) +C
4. Déterminer la constante C' (1pt).
On a 2 2 2
C = Ry(0) - ZRI(O) IRz(O) 0= Ry(0) - 7Rx(0)
Mais

Ry(0) = E[y*(1)] = B{A*2*(t)U*[x(t)]}.
avec Ulz(t)] = 1si z(t) > 0 et 0 sinon. Donc

00 ZL‘Q 2 2
R,(0) = A /0 22(1) \/2;7 exp <— 2;?) dzt)] = o2 = X po0)

d’ouC = 0.

Remarque : cet exercice est inspiré de 1’exercice 4.11 de la page 222 du livre de J. Yang et C. Liu intitulé
“Random Signal Analysis” publié chez I’éditeur Gruyter en 2018.



Transformée de Fourier

X(f) = [ga(t)e mtdt
TF. |

w(t) = [z X (f)em I df

—_
=

x(t) réelle paire

X (f) réelle paire

—_—
=

x(t) réelle impaire

X (f) imaginaire pure impaire

x(t) réel

Re {X(f)} paire
Im{X(f)} impaire
X ()| pair
arg { X (f)} impaire

ax(t) + by(t) = aX(f) —i—lbY(f)
x(t —to) = X(f)e*‘%ftO
x(t)etTi2miot = X(f = fo)
0 = X7 )
z(t) . y(t) = X(f) =Y (f)
z(t) * y(t) = X(f)-Y(f)
z(at) = ﬁX (g
g = (i2n )" X (f)
(—iont)"2(t) = X

H

Formule de Parseval ‘ H

Série de Fourier H

Jrr@y*(t)dt = [ X(F)Y*(f)df

w(t) = X cae™T = X(f) = Yend (f — nfo)

neL

ne’

2 2 .
Jele@I”dt = [5 |X ()" df avec ¢, = 7 LTOTO% (t)e 2ot g
TF. |
1 = o(f)
d(t) = 1
e+127|’f0t — 5(f_f0) AHT(I)
§(t—to) = e~ it 1
S(t—kT) = IS6(f-%

P ) T2 (f=7) ;
cos (27 fot) = $[0(f—fo)+5(f+ fo)l T /2 T/2
sin(21fot) = 5 [0(f — fo) = (f + fo)]

e—alt] — a2+i(71r2f2 r A (1)
5 2a N e—a|f| 1
a?4+4m2t2 T
eI+ (t) = ar2if -
%!e_atHR+ (t) — W -T T
o=t — ? exp(_if) 111110 Attention !!!!!
—72 — . II7 (t) est de support égal a T
¢ — < A7 (t) est de support égal a 2T
N sin(nTf) _ . T
Iz (t) = T—=gp =Tsinc (Tf) | etona Iy (t) « Iy (t) =T Ap (t)
A7 (t) = Tsinc® (rTf)
Bsinc(nBt) = 5 (f)
Bsincé? (rBt) = Ap (f)

S = {+(<)>oSis§f:00 et/Ré(t)dtzl
6 (t—to) f(t) = d(t—1to) f(to)
6(t—1to)x f(t) = f(t—to)
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