Examen Traitement du Signal - 1SN
Lundi 11 janvier 2021 (10h00-11h00)

Partiel sans document
(Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Durée : 1 heure

1 Exercice 1 : Stationnarité de deux signaux mo-
dulés en amplitude

Soit X () un processus stochastique réel stationnaire aux premier et second
ordres (mais non nécessairement centré). On notera Rx(7) sa fonction d’auto-
corrélation et mx = E[X(t)] sa moyenne. On considére maintenant les deux
processus stochastiques suivants :

Y (t) = X(t) cos (27 fot + )
Z(t) = X (1) cos (27 (fo + At + )
ou fo et Af sont des constantes et ¢ une variable aléatoire indépendante de

X (t) et uniformément distribuée sur [0, 27].
On rappelle les relations suivantes :

cosacosb = 3[cos(a + b) + cos(a — b)]

cosa + cosb = QCOS(“TH’) cos(“T_b)

Montrer que :

1. Y(t) et Z(t) sont deux processus stochastiques stationnaires au second
ordre.

Par calcul direct, on a

E(Y (t)) = E(X (1) Ep(cos (27 fot + ¢)) = 0

Donc Y (t) est centré et par conséquence stationnaire a 1’ordre 1.
En utilisant I'indépendance de X () et ¢, on a

EY @)Y (t—71)) =E(X (@)X (t—7))E(cos (27 fot + @) cos (27 fo(t — T) + ¢))

= Rx(7) X % cos (27 foT)

Y'(t) est donc également stationnaire & l'ordre 2.
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En posant f; = fo + Af, on procéde de méme pour le processus Z(t).
On trouve
E(Z(t)) =0
et 1
Rz(1) = Rx (1) x 5 €os (27 (fo+Af)7T)

Donc Z(t) est stationnaire aux ordres 1 et 2.

. Le processus défini par H(t) = Y (t) + Z(t) est-il un processus station-
naire au second ordre ? Si non, a quelle condition peut-il le devenir ?

Pour la stationnarité au premier ordre, on a par linéarité de 'opérateur
espérance :

E(H(t)) = E(Y(t) + E(Z(t)) = 0.

Donc H(t) est bien un processus stationnaire a l'ordre 1 car centré.
Ensuite, il convient d’évaluer

EH)H(t—7)) =EY @)Y (t—7)+E(Zt)Z(t—7))+EY (t)Z(t—7))+E(Z(t)Y (t—7))

ce qui donne

EH(t)H(t—7)) = Ry(1)+Rz(1)+EXY () Z(t—71))+E(Z(t)Y (t—1)).

Les deux derniers termes sont des termes d’intercorrélations. La station-
narité dépend de 'expression de ces deux termes dont la somme ne doit
pas dépendre du temps.

Le premier premier terme est donné par

E(Y(t)Z(t — 1) = Rx(7)E(cos (27 fot + @) cos (2 (fo + Af)(t —7) + ©))
— Ry(r) x %cos (2r(fo + Af)T — 20AfE)

Le second est donné par
E(Z(@)Y (t — 7) = Rx(7)E(cos (27 fot + ¢) cos (27 (fo + Af)(t — 7) + )

1
= Rx(7) x 5 cos (27 for + 2T Aft)

On a alors

EY®)Z(t—71)+EZH)Y(t—71)= RX2(T) X (cos (2m(fo + Af)T — 2w Aft) + cos (27 foT + 2w A ft))

= Rx(71)cos (2m(fo + Af/2)T) cos 2nAf(t + 7/2))

On a alors stationnarité si et seulement si Af = 0.
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2 Exercice 2 : Filtre dérivateur d’ordre n

2.1 Filtre dérivateur

Soit z(t) un processus aléatoire stationnaire au sens large (aux ordres 1 et
2) et
y(t) = 2'(t).
On notera my = E(x(t)) et Ry(7) = E(z(t)2*(t — 7)) la moyenne et la fonction
d’autocorrélation de x(t).

1. Montrer que
d
y(t) = Zle(®)] = h(t) x (1)

ou h(t) est la réponse impulsionnelle d’un filtre linéaire invariant par
décalage, appelé filtre dérivateur, de gain fréquentiel H(f) = j2r f.
Pour vérifier qu'une opération y(t) = T'[x(t)] est une opération de filtrage
linéaire, on remplace z(t) par exp(j27 ft) dans 'expression de y(¢). On
obtient

_4a
o dt

et donc y(t) = exp(j2r ft)H(f), ce qui définit une opération de filtrage
linéaire avec un filtre de transmittance H(f) = j2n f.

y(t) [(t)] = j2m f exp(j2m f1)

2. Déterminer la moyenne de y(t).

Par stationnarité a l'ordre 1 du processus entrant x(t) (E(z(t) = m, =
constante)), on obtient

E(y(t)) = H(0)m, = 0

Le signal y(t) est donc centré, stationnaire a 1’ordre 1.

3. Donner 'expression de la densité spectrale de puissance de y(t) en fonc-
tion de celle de x(t), notée S, (f) = TF(R,(7)).
Par stationnarité a 'ordre 2 de x(t), h(t) étant un filtre linéaire invariant
par décalage, le signal y(t) est également stationnaire a l'ordre 2 et la
relation de Wiener-Lee exprimée dans le domaine fréquentiel nous donne

Sy(f) = [H()*Sa(f)

i.e.,

Sy(f) = (2nf)*S:(f)-

4. En remarquant que pour le filtre h(t), on a

H*(f) =TE(h*(=t)) = —H(f),
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en déduire par transformation de Fourier inverse (voir tables), I’expres-
sion de 'autocorrélation de y(t) en fonction de celle de x(t).
On a

sy(f) = (47r2f2)3x(f) = _(jQWf)Qsa:(f)-
Donc, d’apres les tables, on a
Ry(T) = _RZ(T)a
ou R, (7) est la fonction d’autocorrélation de x(t) et R/(7) sa dérivée
seconde.

5. Rappeler le lien entre la fonction d’intercorrélation entrée-sortie Ryx(7) =
E(y(t)z*(t — 7)) et les fonction h(t) et Rx(7). En déduire une relation
entre Ryx(7) et Sy(f). En déduire que Ry, (1) = R(7).

Si on utilise la relation de Wiener-Lee, on a

Ryo(T) = Ry (7) * h(r) = TE 'Sy (f)H(f)] = TF 1 [S,(f)j2n f].
En utilisant les tables, on trouve le résultat

Ryo() = Ry (7).

2.2 Filtre dérivateur d’ordre n

1. On souhaite généraliser ces résultats a la dérivation d’ordre n. Soit y(t) =
%x(t). Déduire de ce qui précede 'expression de la densité spectrale de
puissance de y(t). En déduire que la fonction d’autocorrélation de y(t)

est donnée par
. d(2n)
Ry(r) = (-1) WRX(T)'
L’opération qui transforme x(¢) en y(¢) est une opération de filtrage linéaire
par un filtre de transmittance H(f) = (j27f)"™. Donc d’aprés Wiener Lee

sy(f) = 120 )" Psa(f) = (4n2 )" sa ().
Mais (472 f2)" = (=1)"(j2r f)?", d’on
rLd(Qn)

Ry(r) = (~1)" 5 Ra(7)

2.3 Application : bruit blanc Gaussien a bande étroite

On considérera ici que x(t) est un processus aléatoire réel Gaussien, centré
et stationnaire au sens large de densité spectrale de puissance constante sur
la bande [—B, B]. On parle alors de bruit blanc Gaussien & bande étroite. La
densité spectrale de puissance de x(t) est donnée par

S.() = Mg ().

On notera Pautocorrélation correspondante par R, (7) = E(z(t)x(t — 7)).
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1. Donner 'expression de R, (7) = E(z(t)x(t — 7)).
En utilisant les tables, on obtient
No

R.(7) = TF s, (f)] = - % (2B)sinc(2mBT1) = NoBsinc(2nBT).

2. Exprimer la densité de probabilité de x(t) et celle du couple (x(t), z(t —
7)) (préciser les valeurs des parametres des deux lois).
Les lois de x(t) et de (x(t),x(t — 7)) sont des lois normales & 1 et 2
dimensions. Mais

E[x] = 0 et var[x(t)] = E[x*(t)] = R.(0) = NyB,

donc x(t) ~ N(0,NgB). De méme, le couple (x(t),x(t — 7)) est de
moyenne (0,0) et de matrice de covariance (vu en cours)

2:<Rx<o> RX<T>>
Rx(t) Rx(0) |-

3. On considére maintenant le processus y(t) = 2/(t). En considérant les
résultats précédents, en déduire que y(t) est un processus Gaussien dont
on donnera la moyenne E(2/(t)) et la variance E(|2’(#)|?). Donner également
les parametres pour la densité conjointe de (y(t),y(t — 7)).
Comme y(t) est obtenu par filtrage linéaire de x(t), le caractére Gaussien
est préservé. On a par ailleurs E[y/(t)] = 0 et E(|2/(t)|*) = R,(0) =
—R/(0) Pour déterminer cette quantité, on a donc deux possibilités
(a) on peut dériver deux fois I’expression de R, (7) déterminée précédemment

et prendre la limite quand 7 tend vers 0. On obtient

No d [sin(2rBt No cos(2rBT)  sin(27BT)
/ _ _ _
R (7) = 27 dr { T ] 27 {27TB T 72 }
et
" Y in(2r B 2B sin(27 B
R(r) = 272 {—4#232 sin( 77—7 T 47TBCOS(T72T T) N 25111(;; T):|

Apres un développement limité de cette quantité, on obtient

/1

4
R,(0) = —§7TZBSN0,

soit 4
E(|z'(t)*) = g7r2133J\70.
(b) on peut aussi utiliser la relation R, (0) = [p Sy (f)df, ce qui est plus
simple

B
Ry(0) = /R S, (F)An2 F2df = /_ ) %HZB (F) A2 f2df = §7rQB3NO.
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3 Formulaire et Tables des principales transformées
de Fourier

Propriétés générales

[TF. |

ax(t) + by(t) = aX(f)+bY(f)
x(t — to) = X (f)e~2rTto
()P = X(f — fo)
z*(t) = X*(=f)
x(t) . y(t) = X(f) =Y (f)
x(t) * y(t) = X(f)-Y(f)
z(at + b) = ﬁX (£> ei2ma f
Ll = @) X(f)
(—i2nt)"a(t) = X
H Formule de Parseval H Série de Fourier H

Jre@y()dt = Jp X(F)Y™(f)df %chem””fot = %:ZCné (f —nfo)
Je lz () dt = fp | X ()I” df

Table de Transforrn‘ées de Fourier
T.F.

1 = 0(f)
Jd(t) = 1
erimiot = d(f— fo)
5 (t — to) = e~ ]t
T () = %Z(s (t—kT) = 7 Iy 7 (f)
cos (27 fot) = 2[0(f—fo)+(f+ fo)]
sin (27 fot) = 2 [6(f—fo)—6(f+ fo)l
el = a2+i(7ler2
e~ = e
Iy (t) = 720 = Tsine(nT)
Ar () = Tsinc? (T f)
Bsinc (wBt) = 5 (f)
Bsin ¢? (7 Bt) = Ap (f)

II7 (t) note une fenétre rectangulaire de support égal a 7T'.
Ar (t) note une fenétre triangulaire de support égal a 27" (de demi-base égale
aT).
Oy (t) « Iy (t) =T Ap (1)
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