MODAP : Estimation Bayésienne

Exercice 1 :

On considére la mesure d’une résistance prélevée dans un lot de valeur nominale de précision
connue. Ce lot étant fabriqué & l’issue d’un processus complexe, une résistance prélevée au hasard
dans celui-ci aura une valeur modélisée par une variable aléatoire normale N'(m, o2), m représentant
la valeur nominale et % la précision relative du lot. Une résistance est prélevée du lot et on désire
connaitre sa valeur . La valeur de la résistance est mesurée 3 1’aide de n appareils indépendants.
On dispose donc de n observations z; que ’on modélise par z; = 8+b; ot1 b; ~ N(0, 02). Déterminer
les estimateurs de la moyenne et du maximum a posteriori du parametre 6 construits a partir de
(%1, ..., Zn). Commenter les résultats obtenus (examiner en particulier les cas limites n — oo et
% —0).

Exercice 2 :

Considérons un probléme de trafic, par exemple 'arrivée d’appels téléphoniques sur un fais-
ceau de lignes d’un central téléphonique. On peut admettre que pour un faisceau particulier, le
nombre d’arrivée d’appels pendant 'unité de temps suit une loi de Poisson de parameétre inconnu
f# > 0. On sait alors que sous cette hypothése, la durée T séparant deux arrivées successives
d’appels téléphoniques sur ce faisceau (avec l'unité de temps précédente) suit une loi exponentielle
de parameétre 6 soit :

fr (t) = 0e % 1g+ (¢)
On désire estimer le parameétre 6 inconnu a l’aide de ’observation de n durées ¢;,¢ = 1, ..., n séparant
des arrivées successives d’appels téléphoniques sur ce faisceau.

1) dans un premier temps, on suppose qu’aucune information a priori n’est disponible sur ¢
(3 part @ > 0 bien sur). Déterminer & partir des observations t; I’estimateur du maximum de
vraisemblance de 8 noté @\MV.

2) Il est connu que pour I’ensemble des faisceaux téléphoniques, le nombre moyen § d’arrivées
d’appels téléphoniques pendant I'unité de temps est distribuée suivant une loi exponentielle de
parametre A connu :

g (0) = Ae™1g+(6)
La densité g(6) représente pour cet exemple la loi a priori sur le parametre §. Déterminer & partir
des observations t; les estimateurs de la moyenne a posteriori et du maximum a posteriori notés

respectivement GMMSE et QMAP- . = -
3) Montrer que les estimateurs Oyv, Ovmse et fmap sont équivalents lorsque n est grand et
interpreter ce résultat.

Rappel : on rappelle la densité de la loi Gamma G (o, 8) (aveca >0 et §>0) :

f(z;a,08) = %ma_le_ﬁxlw(m)

qui admet pour moyenne E [X] = § et variance Var [X] = 4.
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