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Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considere n observations x1, ..., T, issues d’un vecteur de n variables aléatoires X; indépendantes de
lois Beta de parametres B (%, 1) de densités

11,
plas; ) = Fal siz; €]0,1]
0 sinon

avec 6 > 0 un parametre inconnu.

1. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 noté fyy est défini par
1 n
i

On effectue les traitements habituels

e Calcul de la vraisemblance.

L(z1,..,xn;0) = Hp(xi; 0) = H [em

i=1 i=1

—_

S ol

1

e Calcul de la log vraisemblance

n
1
InL(zq,...,2p;0) = Z; {— In(0) + <0 — 1> ln(azi)}
1=
e Calcul de la dérivée de la log-vraisemblance et de I’estimateur

Oln L(xy,...,xn;0) - 1 1 no1 <
90 Z[ g )} E ; n(w:)

i=1

qui s’annule pour
no 1 o 1 ¢
0 Zln(aji) =0& —nl — Zln(mi) =0&60=—— Zln(mi).
n
i=1 i=1 i=1

On en déduit que I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 noté Gyry est
défini par

~ 1 &
Oy = —— In(X;).
MV n; n( )



2. Montrer que la variable aléatoire Y; = — In(X;) suit une loi gamma I’ (1, %) En déduire la
moyenne et la variance de la variable Y; notées E[Y;] et var[Y;].
La variable aléatoire Y; est & valeurs dans R™. En faisant un changement de variables (et en faisant
attention de ne pas oublier le Jacobien ;-)), on obtient la densité de Y;
9(yi;0) = { éexp(_%) sty >0
sinon

On reconnait une loi gamma G (1, %) (ou loi exponentielle) dont la moyenne et la variance (donnée
dans la table) sont
E[Y;] = 6 et var[Y;] = 6°.

3. L’estimateur fyy est-il sans biais et convergent ?
On a

~ 1 & 1 &
E (eMV) == ;E[IH(XZ')] =) Ex]=0.
1=
§MV est donc un estimateur non biaisé de . La variance de cet estimateur est (en utilisant
I’indépendance entre les variables Y;)

var (@\Mv) = % ivar(Yi) = 0;
i=1

Comme Oy est un estimateur non biaisé de 6 et que sa variance tend vers 0 lorsque n — 0o, Omy
est un estimateur convergent de 6.

4. Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre §. L’estimateur
Omv est-il I’estimateur efficace du parametre 6 ?
La dérivée seconde de la log-vraisemblance est

PInL(xy,...,x00) n 2 —
d’ou
0*In L(X1, ..., Xn; 0) no 2w noo2 < n
- 902 ] —92+93;E[IH(XJ]—92—w;E[Yz]——GQ-

On en déduit que la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non-biaisé de 6 est

B 2
BCR = ! = 9—
02 1n L(X1,...,Xn;0) n
B |ttt

Comme var [GMV} = BCR et que I’estimateur fyqv est non biaisé, Oy est I’estimateur efficace du
parametre 6.

5. Montrer que I’estimateur des moments de 6 défini a partir de E[X;] est

n

_— — 1.
Z?:1 Xi

0Mo =

6. Lequel des deux estimateurs 6y, et Oy choisiriez vous (justifier votre réponse) ?
On choisira I’estimateur efficace Oy car il est sans biais et de variance minimale.



Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considere n observations 1, ..., x,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,;) de n variables aléatoires
indépendantes de lois de Poisson de parametre ¢\, c’est-a-dire, telles que

i)
P[X; =z 0] = (i) e” ;e N.
avec A > 0. On notera que le parametre de la loi de Poisson pour la variable aléatoire X; dépend de
I’indice 4. On désire utiliser les observations x 1, ..., ,, pour déterminer si A = A\g > Oousi A = A\ €
10, Ao[- On considere donc le test d’hypotheses

Hy: X=Xy, Hi: A=)\ avec 0 < A1 < Ag.

1. Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est 7, = » " ; X; et déterminer la région
critique associée.
Le test de Neyman Pearson est défini par

L(.I'l, vy Ty 01)
L(z1,...,xn;6p)

Rejet de Hy si > Sla

ol S o est un seuil dépendant du risque de premiere espece . Mais

L(xq, ..., Tp; 91)}

L(x1,...,xp;00)

= In H?:l (lez% e i
| (A0)7 o —ixg

L(x1,...,xp;07)
L(x1,...,xp;00)

> S5 a

)

> SLQ = 1n|:

>52a

)

< [In(A1) — In(Ao)] sz > S3.a-

i=1
Comme A\; < \g, on rejette Hy si

n
T, = ZXZ» < S..
=1

La région critique du test est donc I’ensemble des vecteurs (z1, ..., z,) € N tels que T, < S, et
la statistique de testest 7, = > . | X.
2. On donne la relation y ;- i = n(";l). Montrer que la loi approchée de T;, issue du théoreme

central limite est la loi normale A/ (@)\, WA) . On supposera dans la suite de cet exercice

qu’on peut approcher la loi de 7T, par cette loi normale.
Comme T, = > | X;,ona

n

B[] =Y Elx] = Y 60 = ",
=1 =1

et (comme les variables X; sont indépendantes)

n n

var[T,,] = > var[X;] = "(iA) = — X

i=1 i=1

La loi approchée de T, issue du théoreme central limite est donc la loi normale A/ (% A, % /\) .



3. On note F la fonction de répartition d’une loi du normale N (0, 1). Exprimer le risque de premiére
espece « en fonction du seuil du test de Neyman Pearson noté S,,, de F'(«), n et de Ag. En déduire
la valeur de S, en fonction de F'~1(a), n et Ag.

Le risque « est défini par

a = P|[Rejeter Hy|Hy vraie] = P [Tn < So|Tyy ~ N (n(n +1) A0, n(n + 1))\0)] ,

2 2
soit
B,
d’ou
S, — n(n;— 1)/\0 L P ) n(n;— 1))\0

4. Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce test en fonc-
tion de n, F~!(a), Ao et \;. Représenter I’allure de ces courbes COR pour diverses valeurs de
n. Les performances du test seront-elles meilleures pour (Ao, A1) = (10,1) ou pour (Ao, A1) =
(1000, 100) ?
La puissance du test est définie par

Sy — Mty

En remplagant I’expression du seuil S, déterminée précédemment, on obtient

_ /\0 n(n+ 1) )\0 — )\1
F 1(a)\/)\:1+\/ 5 T ]

L’allure des courbes COR pour différentes valeurs de n est représentée ci-dessous :

m = P[Rejeter Hy|H; vraie] = F

T=F

N ; ac)

s '_,_,LJ 41

Figure 1: Allure des courbes COR pour différentes valeurs de n.



Pour les deux couples (Mg, A1) = (10,1) et (Ao, A1) = (1000, 100), on a %} = 10. Comme F

est une fonction croissante (c’est une fonction de répartition), les performances du test sont donc

d’autant meilleures que L\/)%l est grand. Pour le premier couple (Ao, A;) = (10,1),ona
AMo-—M 9 9
Va1
tandis que pour (Mg, A1) = (1000, 100), on a
Ao —
U )
VA1 10

Les performances du test seront donc meilleures pour (Mg, A1) = (1000, 100).



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES
m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité m o? F.C.
1 . "
Uniforme f (1’) ~ b aT—H) (bzg)z €.th -
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Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 0 .
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N (m’ 0_2) oV 2m ’
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=5 v v —
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1
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

pk:P[X:k] pl,...,m:P[Xl :kla---aXm:km]
LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
== e (l—e
Uniforme Pk n "Tl "2151 (721&)
ke{l,..,n} n(l—e?)
pp=P[X=1=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pe't + ¢
pel0,1] ¢g=1-p
Binomiale it n
pel0,1] g=1-p np npq (pe +q)
B (n,p)
ke {0,1,...,n}
pr=Cpipp"d"
Binomiale q q P n
pel0,1] g=1-p n_ ns 1= aeit
négative b p —ge
keN
Pr..m = kl!.r.L‘.!/%!plfl'-‘p'fnm Variance :
p; €10,1] ¢ =1—p, np;q; L\ N
Multinomiale ! [ ] ! ! np; T (Z;nzl pjelt>
k; e {0,1,...,n} Covariance :
dtiki=n 3 pi=1 —np;pk
Ak
Poisson Pk = e N .
k! A A exp [A (e —1)]
P(X) A>0 keN
pe = pg* ,
Géomé 1 q pe
t _1_ - 9 '
éométrique pE [07 1] g=1-0p » p2 - qut
k € N*




