EXAMEN STATISTIQUE - 2EME ANNEE APPRENTISSAGE
Lundi 17 Novembre 2025 (14h-15h30)

Partiel avec documents autorisés

Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considere n observations 1, ..., T, issues d’un vecteur de n variables aléatoires X; indépendantes a
valeurs dans {—1, 41} telles que

PX;=1]=petP[X;=—-1]=q=1-p
avec p €]0, 1] un parameétre inconnu.

1. (2pts) Montrer que

1+x;

PX;=a]=p 2 (1-p) 2, Vae{-1,+1}.

On admet que X; = 2Y; — 1 ou Y] est de loi de Bernoulli Be(p) de parametre p. En déduire que
E[X;] = 2p — 1 et var[X;] = 4pq.
En remplagant z; par les valeurs 1 et —1 dans I’expression ci-dessus, on obtient

P[X;=1]=petP[X;=-1]=1—-p=gq,

ce qui est en accord avec la définition de ces probabilités données en début d’exercice. En utilisant
les propriétés de I’espérance et de la variance et en utilisant les tables pour avoir E[Y;] = p et
var[X;] = pg, on obtient

E[X;] =2E]Y;] — 1 =2p — 1 et var[Y;] = 4var[X;] = 4pq.

2. (2pts) Déterminer la vraisemblance de (x1, ..., x,,) et montrer qu’elle s’écrit

n

, —u 1+

L(zy,...;xn;p) = prl(l —p)' ¥ avec y; = 5 L
i=1

En déduire que I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre p noté pyy est défini par

. _1ny_1 1"X’le
Pmv = n E T — 2 n 5 7 .
=1 =1
On effectue les traitements habituels

e Calcul de la vraisemblance.

n

n

1+, 1—x;

L(z1,.oznip) = [[PIXi =2apl = [[p 2 1-p) =,
=1 i=1

que I’on peut exprimer en fonction des variables y; :

- 14 x;

L(xy,...,zp;p) = pri(l —p) Vi, avec y; = 5
i=1




e Calcul de la log vraisemblance

n

In L(z1, ..., Tp;p) = Zyl In(p) + Z(l —y;)In(1 —p)
i=1

i=1
e Calcul de la dérivée de la log-vraisemblance et de 1’estimateur

Oln L(xy,...,xn;p) "1 1
- - — 1—y)——
5 >y Z:( W,

qui s’annule si
n

1 1 -
pzyi_H)(n_Zyi) =0

i=1 =1

En multipliant cette équation par p(1 — p), on obtient

n n n
—p)zyi—p (n_zyz> =0<:>Zyi =np
i=1 i=1 i=1

On en déduit que I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre p noté pyy est

défini par
MV = n 4 i — 2 n 4 % .
=1 =1
3. (2pts) L’estimateur pyy est-il sans biais et convergent ?

On a
E (pmv) Z EY;

pmv est donc un estimateur non biaisé de p. La variance de cet estimateur est (en utilisant
I’indépendance entre les variables Y;)

PMV Z Var b

n

Comme pyy est un estimateur non biaisé de p et que sa variance tend vers 0 lorsque n — 00, Pmy
est un estimateur convergent de p.

4. (2pts) Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre p. L’ estimateur
Pmy est-il estimateur efficace du parametre p ?
La dérivée seconde de la log-vraisemblance est

0?In L(x1, ..., Tp; p) 1 — 1 ( -
2 D el KD T E
dp =" (1-p P

d’ou

p

P2InL(Xy, ..., Xp; 1 1 -
[ E LG )] L5 (- S ).

Comme E[Y;] =p,ona

0?In L(X1, ..., Xpn; p) 1 1 -n
PRt



On en déduit que la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non-biaisé de p est

—1 _p-p)

2 : B
E [8 lnL()(;hZ---,me) n
P

BCR =

Comme var [pyv] = BCR et que I’estimateur pypy est non biaisé, pyvy est I’estimateur efficace du
parametre p.

5. (1pt) Déterminer I’estimateur des moments de p défini a partir de E'[X;].
D’apres la premiere question

E[Xl] = 2p — 1.
On en déduit
1+ E[X;]
P=Ty
et donc . s
. 1+=2>" X,
PMo = — 53— — = = P

6. (1pt) Quel est I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre § = 2p — 1 ?
En utilisant la propriété d’invariance fonctionnelle, on en obtient

~ 1 &
0 =2omv — 1 = — E X;.
MV PMV n — i

Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considére n observations 1, ..., z,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires
indépendantes de méme densité :

0 .
—gr Stx; > 1
p(wi;0) = { Ti
0 sinon

avec # > 0. On désire utiliser les observations x1, ..., T, pour déterminer si § = 6y > Oousi § = 6; >
fo. On considere donc le test d’hypotheses

Hy:0=0¢, H{:60=06; avec 61 > 6y > 0.

1. (2pts) Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est 75, = Y " ; In(X;) et que la région
critique associée est {(z1, ..., ) € R™"|T), < S, }.
Le test de Neyman Pearson est défini par

L(x1, ..., xp;01)

Rejet de H si > S
ejetde Ho st L(x1, ..., xn;0p) Le
ou S o est un seuil dépendant du risque de premiere espece . Mais
L(xy,...,xn;601) L(xy,...,xn;601)
>S50 &1 > 5
L(xy,...,xn;0p) La " L(xy,...,xn;0p) 2
) 0
H?:l x?llJrl
S n|——"—| >S5,

| £—+
& [(Bo+1) = (61 + 1)] > In(x) > S5,
=1

= (90 — 91) Zln(xz) > S37a.

i=1



Comme 61 > 6, on rejette H si
n
T, = In(X;) < Sa.
i=1

La région critique du test est donc I’ensemble des vecteurs (z1, ..., z,) € R™ tels que T, < S, et
la statistique de test est 7, = > . ; In(X;).

. (2pts) Montrer que Y; = In(X;) posseéde une loi gamma G (1,6). En déduire sans calcul la
moyenne et la variance de Y;.

La variable aléatoire Y; est a valeurs dans R™. En faisant un changement de variables (et en faisant
attention de ne pas oublier le Jacobien ;-)), on obtient la densité de Y;

o Oexp(=0y;) siy; >0
9(yis 0) = { 0 sinon

On reconnait une loi gamma G (1, #) (ou loi exponentielle) dont la moyenne et la variance (données
dans la table) sont

1 1
ED/Z] = 5 et Var[}/;] = 972

. (2pts) On suppose que pour n grand, on peut approcher la loi de 7}, par une loi normale. Quels
sont les parametres de cette loi normale ?
Comme T, = > ;In(X;) =>"" , Y;,ona

Bl =Y V=Y 5=

et (comme les variables Y; sont indépendantes)

n n
1 n
var[T,] = Zvar[Yi] = Z (92> =5
i=1 i=1
La loi approchée de T, est donc la loi normale N (%, eﬂ)
. (2pts) On note F' la fonction de répartition d’une loi du normale N(0, 1). Exprimer le risque de
premiere espéce « en fonction du seuil du test de Neyman Pearson noté S, de F', n et de 6y. En
déduire la valeur de S, en fonction de F'~(a), n et 6p.
Le risque « est défini par

a = P[Rejeter Hy|Hy vraie] = P {Tn < So|Ty ~ N <9n’ ;)} .
0 Y%

. . Tn—735
On sait que la variable U,, = —== ~ N(0, 1). Donc

o
a=F Sa_% )
n
05
d’ot

n n
S, =—+F! —.
o«=g +F () 02



5. (2pts) Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (COR) pour ce test en fonction
den, F~1 (), g—(l). Représenter I’allure de ces courbes COR pour différentes valeurs de n.
La puissance du test est définie par

7w = P[Rejeter Ho|H; vraie].

On sait qu’on peut 1’obtenir en remplagant la valeur de 6y dans « par 1. On obtient alors :

En remplagant I’expression du seuil S, déterminée précédemment, on obtient
0 0
r=F|F Y o) 2 +vn(=—-1)].
0o 0o

L allure des courbes COR pour différentes valeurs de n est représentée ci-dessous :

-

Figure 1: Allure des courbes COR pour différentes valeurs de n.



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES
m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité m o? F.C.
1 . "
Uniforme f (1’) ~ b aT—H) (bzg)z €.th -
x € a,b] it(b—a)
_ 0¥ Oz, -1
f(z)= Ty e
Gamma 0>0 v>0 v 1
G (v,0) £>0 0 62 (1—ig)"
avec'(n+1)=n!VneN
v _ 8
f(z) = %6 ® o
Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 0 .
26(0.9) . SISy > 1 ORI siv>2 *)
v, x>
avec'(n+1)=n!VneN
Premiere loi £ () 1~ laf cR 0 5 1
xXr) = 56 , i
de Laplace 1+¢2
Normale univariée fla) = —Le (a:;avg)Q s ER m 2 €imt_#
N (m’ 0_2) oV 2m ’
f (.%') — Ke—%(a:—m)TZ_l(w—m)
Normale multivariée K- 1 m » iuTm—1uTSu
N, (m, %) 2m)Pdel(D)
x = (21,...,7p)" €RP
Khis f(x)= ke~ 3g3~!
) 1 5 1
=5 v v —
Xv 22T (%) (1 —2it)2
1 v
F(E?E) veN' x>0
1
flx) =
Cauchy ) (1 n (%)2> o O giot=Alt]
e A>0,a€R
f@)=ka® "t (1—2)""
_ T(a+d)
- k= Tar
a ab 5
By a>0,b>0 = @0 (aroi) ¥
’ ze]0,1]

avec'(n+1)=n!VneN




LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

pk:P[X:k] pl,...,m:P[Xl :kla---aXm:km]
LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
== e (l—e
Uniforme Pk n "Tl "2151 (721&)
ke{l,..,n} n(l—e?)
pp=P[X=1=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pe't + ¢
pel0,1] ¢g=1-p
Binomiale it n
pel0,1] g=1-p np npq (pe +q)
B (n,p)
ke {0,1,...,n}
pr=Cpipp"d"
Binomiale q q P n
pel0,1] g=1-p n_ ns 1= aeit
négative b p —ge
keN
Pr..m = kl!.r.L‘.!/%!plfl'-‘p'fnm Variance :
p; €10,1] ¢ =1—p, np;q; L\ N
Multinomiale ! [ ] ! ! np; T (Z;nzl pjelt>
k; e {0,1,...,n} Covariance :
dtiki=n 3 pi=1 —np;pk
Ak
Poisson Pk = e N .
k! A A exp [A (e —1)]
P(X) A>0 keN
pe = pg* ,
Géomé 1 q pe
t _1_ - 9 '
éométrique pE [07 1] g=1-0p » p2 - qut
k € N*




