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Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considere n variables aléatoires indépendantes X7, ..., X, suivant la méme loi de Poisson de parametre
)\ et m variables aléatoires Y7, ..., Y, suivant la méme loi normale A'(), 02), ol A > 0 est un paramétre
inconnu et o est un paramétre connu. On supposera de plus que les vecteurs X, = (X1, ..., X,,)7 et
Y,, = (Y1,...,Y;,)" sont indépendants. Une situation pratique dans laquelle on peut avoir ces deux
ensembles d’observations (X1, ..., X,,)T et (Y1, ..., Y;,)T correspond par exemple au cas ot X7, ..., X,
sont obtenues par un premier capteur qui discrétise les observations de maniere a avoir une loi de Poisson
etou (Y1, ..., Y;,)T sont obtenues par un second capteur fournissant des données de loi normale avec une
incertitude o2. L’ objectif de cet exercice est d’étudier des estimateurs de A basés sur les vecteurs X,
et Y, et de déterminer s’il est avantageux de considérer ces deux vecteurs par rapport a utiliser un seul
ensemble d’observations X 1y, ou Y ;40m,-

1. (3pts) Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre p construit a partir de
X ,, noté \\rv et montrer qu’il est sans biais et efficace.
La vraisemblance de X ,, s’écrit

p(a1, i A) = [ [ p(2is )
=1
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Comme d’habitude, il est plus facile de maximiser la log-vraisemblance qui s’écrit

logp(x1, ., Tp; A) = sz In\ —nA— Zln (z4!)
i=1 i=1

La premiere dérivée de la log-vraisemblance s’écrit

Olnp(wy, .z ) D T
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Olnp(zy,...,xn; )
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On en déduit que la vraisemblance admet un unique maximum global
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Cet estimateur est sans biais car

EAwy] = %ZE[XJ =A
i=1

La borne de Cramér-Rao d’un estimateur non biaisé de \ est

BCR(}) = z [82 1np(;((9;,2...,Xn;A)} B [%1)(} B %

La variance de I’estimateur 5\MV est
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Comme I’estimateur \ypy est sans biais et de variance égale a sa borne de Cramér-Rao, A\ypy est
I’estimateur efficace de \.

2. (5pts) Pour profiter des deux ensembles d’observations X ,, et Y ,,,, on propose d’utiliser 1’estimateur
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Snmle) = > X+ >V, a€ol].
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e (2pts) Montrer que Xmm(a) est un estimateur sans biais du parametre A pour toute valeur de
a. Déterminer la variance de I’estimateur Ay, ,,, (cv).
L’estimateur \,, ,,, () est sans biais car

La variance de cet estimateur est (en utilisant I’indépendance entre les deux échantillons)
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e (Ipt) Déterminer la valeur de o optimale noté «* permettant de minimiser la variance de
Iestimateur A, ().
La valeur de o minimisant la variance de I’estimateur \,, ,, («) vérifie
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e (2pts) Montrer que la variance de \yv obtenue avec n + m observations x1, ..., T, 1, est
inférieure a celle de Aop pour A < o2
La variance de \y;v obtenue avec n + m observations 1, ..., 1, est inférieure a celle de
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Comment expliquer ce résultat ?

Lorsque la variance des Y est supérieure a celle des X, c’est-a-dire, o? > ), il vaut mieux
utiliser n + m observations x1, ..., Tn4+m que n observations zi, ..., X, €t m observations
Y1, .-, Ym. En effet les observations x,1, ..., Zn4m sont alors plus proches de A que les
observations 1, ..., Ym.

3. (2pts) On définit la vraisemblance conjointe des échantillons x,, et y,,,, notée L(xy,, y,,,; A), par le
produit des vraisemblances des deux échantillons (X1, ..., X,,)” et (Y1, ..., Y;,)T. Montrer que les
extrémas de L(x,,y,,; ) par rapport a A sont solution d’une équation du second degré que I’on
précisera. Expliquer pourquoi cette équation admet une unique racine positive qu’on ne demande
pas de déterminer.

La vraisemblance conjointe des échantillons x,, et y,,, s’écrit

L(n, Ypp; A) =L(20; N) L(y,5 A)
A A\ L (yj — \)?
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La log-vraisemblance conjointe est donc (a une constante additive pres)
n 1 m
In L(xy, y,,; \) = Zm, In(\) —n\ — —; Z(yj — )2
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Les extrema de cette fonction vérifient

Oln L(xy, Y,; A) Yo 1 &
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c’est-a-dire qu’ils sont solution de I’équation

_gv A <—n + 2i=1Yi yj) +) @ =0.
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Comme le rapport du terme constant (3. ; x;) et du terme en A2 —3) est négatif et qu’il
représente le produit des racines, cette équation du second degré a une racine positive et une racine
négative. Par ailleurs la log-vraisemblance tend vers —oo lorsque A — 0T et A — +o0, donc elle
admet un unique maximum global unique sur I’intervalle ]0, +oo[.



Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considere n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes de densités

3 9 3
p(z3;0) = Jajexp | —— | I+ (2)
0 0
avec § > 0 et ot I+ (z) indique la fonction indicatrice sur R*T. On veut a 1’aide d’observations
x1, ..., Tn, de ces variables aléatoires tester les deux hypotheses suivantes
Hy:60=0gcontre H; : 6 = 0 avec 07 < 6

1. (2pts) A I’aide du théoréme de Neyman-Pearson, calculer la statistique T}, du test le plus puissant
et indiquer la région critique de ce test. On retiendra pour 7;, la fonction seule des observations.
Le test de Neyman Pearson est défini par

Y
Rejet de Hy si D@1, s Tni 01) 7
p(x1, ...y ;3 6p)

ou S, est un seuil dépendant du risque de premicre espéce . Mais
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En utilisant la condition #; < 6, on obtient

p(x1, .y 601)
p(xla <oy Tns 00)
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n
Rejetde Hosi » a) < K.
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La région critique du test est ’ensemble des vecteurs (z1, ..., 7,) € R™ tels que Y1, 23 < K,
et la statistique de test est
n
T, =Y X7
i=1

2. (2pts) Vérifier que laloide Y; = %X 3 est une loi du chi-deux 2 2 degrés de liberté. Montrer que si
Z et T sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois du chi-deux a n; et ny degrés
de liberté, ¢’est-a-dire, Z ~ x2 etT ~ x2 ,alorsona Z + T ~ x2 .. En déduire la loi de
2T,

Le changement de variables Y; = %X 3 est bijectif de R* dans RT. La densité de Y; s obtient avec
la formule du changement de variables
d:vi
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qui est la densité d’une loi du chi-deux a 2 degrés de liberté. Si Z ~ Xil et ~ X%Q, la fonction
caractéristique de Z + T est

i(Z+T) VA i1 1 " 1 " 1 e
Ble |=pl] B ]:<1—2w> X(l—Qiu) :<1—2iu>

qui est la fonction caractéristique d’une loi ngl 4y Comme %Tn = % > Xf = 3" Vet
que Y; ~ x3, on en déduit 275, ~ x3,.
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3. (1pt) En utilisant les résultats de la question précédente, exprimer le seuil du test de Neyman-
Pearson en fonction du risque de premiere espece « et de I'inverse de la fonction de répartition
d’une loi du chi-deux dont on prendra soin de déterminer le nombre de degrés de liberté. On notera
F,, 1a fonction de répartition d’une loi du chi-deux a v degrés de liberté et F, ! son inverse.

Le risque « est défini par

a =P|Rejeter Hy|Hy vraie]
=P[T, < K,|0 = 6y
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4. (1pt) Déterminer la puissance du test en fonction du seuil du test de Neyman-Pearson, de 6, et de
F,, ou v est le nombre de degrés de liberté trouvé a la question précédente.
La puissance du test est définie par

m =P[Rejeter Hy|H; vraie]
=P [T, < K,|0 = 01]
2
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5. (2pts) Déterminer les courbes COR associées a ce test et analyser leur comportement en fonction
de O et 0.
D’apres ce qui précede, les courbes COR sont définie par

2 Oy 0o
T = Fy, <91 X 20F2n1(a)> = I, (0?F2n1(a)> .

Comme F3y,, est une fonction de répartition, elle est croissante et donc 7 est une fonction croissante
de g—(l). Donc p.lus 0 est petit, plus g—? est grand et donc plus la puissance du test est grande. Ce
résultat est logique.

6. (2pt) On désire vérifier que les observations x1, ..., x,, suivent la loi de densité p(z;; 0) avec = 1
a I’aide d’un test d’un Kolmogorov. Rappeler I’expression de la statistique de ce test (en fonction
des valeurs de la fonction de répartition de la loi de densité p (z;¢ = 1) aux points z(;) notées
Fo(w(3)), ot (z(1), T(2), -+ T(n)) st la statistique d’ordre de I’échantillon (z1, ..., z,,)). Quelle est
la région critique de ce test ? Qu’appelle-t-on statistique d’ordre de de 1’échantillon (z1, ..., zy) ?
Comment calculer la valeur du seuil a partir de I’inverse de la fonction de répartition de la loi de
Kolmogorov ?

Le test de Kolmogorov rejette I’hypothese Hy si

D, = Ef E7} > 8S,,
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La statistique du test est D,,. Sa région critique est {(x1, ..., z, )| Dy, > S, }. La statistique d’ordre
de ’échantillon (z1, ..., x,,) est obtenue en rangeant les données x; par ordre croissant de maniére
aavoir z(1) < x(g) < ..., < (). La valeur du risque « du test est définie par

a = P[Rejeter Hy|H vraie] = P [D,, > S,|D),, suit la loi de Kolmogorov]] =1 — F'(S,)
ou F' est la fonction de répartition de la loi de Kolmogorov, d’ou

So=F 711 -a).



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES
m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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