EXAMEN STATISTIQUE - 1SN
Lundi 15 janvier 2025 (10h-11h30)

Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considere n observations 1, ..., x,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires
indépendantes de mémes lois de densités

21, 2
f(z:;0) = gl exp (—%) Ig+ (z;),

ol Ir+ est la fonction indicatrice sur R (Ig+(x) = 1si 2 > 0 et 0 sinon) et ou # est un
parametre inconnu que 1’on cherche a estimer.

1. (1pt) Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 est
1 n
Ouv = — > Xp.

On justifiera que la vraisemblance admet un maximum en ce point.
La vraisemblance de I’échantillon s’écrit
2

L(xy, .y w3 0) = gf(l’i;e) X (%) EGXP (—%) Ir+ (),

ol Ig+ est la fonction indicatrice sur I’intervalle R™ et o signifie “proportionnel a”, la
constante de proportionnalité regroupant tous les termes indépendants de 6. On sait qu’il
est plus facile de travailler avec la log-vraisemblance définie par

1 n )
InL(zy,...,2,;0) = —nlnf — i ;xl

Cette log-vraisemblance admet pour dérivée

Oln L(zq,...,x,;0 l —
e 2

00 0 02 —
Les variations de cette dérivée sont définies par

Oln L(xq, ...,z 0)
o0

n 1 — 9
>0 < —5%—@;%20

17L
s < = z2.
a2

Ceci permet de faire un tableau de variation qui indique que 6 = % >or a7 est le maxi-
mum global unique de la vraisemblance, d’ou

é\MV - %ZXE
i=1



2. (2pt) Déterminer la loi de Y;, = X7 et en déduire en utilisant les tables que E[Y;] = 6 et
var (Yk) = 92.
Le changement de variables Y, = X? est bijectif de R™ dans RT. La densité de Y}
s’obtient avec la formule du changement de variables

T(Yx) = 0 exp (—%> ZZ

I% exp <—%) I+ (ys)

qui est la densité d’une loi gamma G (1, 5). On en déduit E[Y;] = 6 et var(Y},) = 6.

3. (Ipt) L’estimateur fyy est-il un estimateur non biaisé et convergent du parametre 6 ?
Cette question est tres classique. La moyenne et la variance de 1’estimateur sont

~ 1<
E [eMV] — -3 EX) = 0.
(g
et "
~ 1 62
var [HMV} = EZI var[X;] = e
1=
Comme Oyv est un estimateur non biais€ et que sa variance tend vers 0 lorsque n — oo,
Oy est un estimateur convergent de 6.

4. (2pts) Déterminer la borne de Cramér-Rao d’un estimateur non biais¢ de 6. L’estimateur
Omy est-il I’estimateur efficace du parametre 6 ?
La dérivée seconde de la log-vraisemblance par rapport a 6 est

PInL(zy,.yxy;0) n 2 zn: 9
- :I;Z'
i=1

062 02 3 <

d’ou
B PIL(Xy,...X;0)] n  2n g

062 2 e I

On en déduit que la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non-biaisé de 6 est
-1 2
BCR = 92In L(X1,...,Xn;0) - 9_
nL(AL,..., n; n
[t

Comme var [GMV} = BCR et que I’estimateur §MV est non biaisé, 1’estimateur Gyy est

I’estimateur efficace du parametre 6.

5. (1pt) Déterminer E[X}] et en déduire un estimateur des moments du parametre 6.

Ona - 2 2
2
E[Xy] = /0 %exp (—%) du



. c . . . ;L u w2
qui se calcule par exemple avec une intégration par parties. Sion pose v’ = —27 exp (— 7) ,

2 ~
onauv = exp (—“7) et alors w = —u, d’ou

B[X)] = /0 - (-“;) du.

On reconnait la densité d’une loi normale de variance 202 = 0 telle que

/ too ( u2> V2ro?
exp | — 7 du = )
0

2

On obtient finalement

b= Y2

On en déduit )

T
et donc un estimateur des moments de 6 est

2
~ 4 (1
Oo=— (- Xi| .
vt ()

. (3pts) On suppose désormais que le parametre 6 est muni d’une loi a priori de densité
a _a
f(Q) = @6 9]R+(9)]R+(9).

avec a > 0 et out [+ est la fonction indicatrice sur R* (Ip+(6) = 1si § > 0 et 0 sinon)
Déterminer I’estimateur du maximum a posteriori du parametre ¢ noté §MAP. Montrer
que la loi a posteriori du parametre 6 est une loi inverse gamma dont on déterminera les
parametres. En déduire 1’estimateur MMSE de 6 noté é\MMSE.

On a vu que la densité de I’échantillon s’écrit comme suit

n 2

plar i ) = [ o) () e (25 ) vt
La loi a posteriori de 0| X1, ..., X, vérifie donc

1 n+2 a+ TL_ :CQ
p(0]z1, ..., ) < p(x1, ..., 2,]0) f(0) x (5> exp <_%)

Cette loi est obtenue en remplacant n par n + 2 et » . a7 par a + y . x7 dans la
vraisemblance. On en déduit

~ 1 "
0 - X2 .
MAP n—|—2<; Z—I—a)

Pour déterminer I’estimateur MMSE de 6, il faut calculer la moyenne de la loi a posteriori
de 0| X1, ..., X,,. Lexpression de p(f|z1, ..., z,) donnée ci-dessus est la densité d’une loi
inverse gamma ZG (n + 1,a+ >, X?) dont la moyenne est dans la table de lois

~ 1 n
Ommvse = E[01 X1, ..., X,| = - (Z X? +a> ‘
i=1



Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considere n observations 1, ..., x, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires
indépendantes de mémes lois de densités

2z, x?
f(l'l,e) = 9 exp (—g) IR+ (CCZ),

ol I+ est la fonction indicatrice sur R™ (Ig+(z) = 1 si 2 > 0 et 0 sinon). On désire utiliser les
observations x1, ..., x,, pour déterminer si ¢ = 6y > 0 ou si § = 6; < 6. On considere donc le
test d’hypotheses

Hy:0=40, H,:0=0; avec 0 < 6.

1. (2pt) Déterminer la statistique 7;, du test de Neyman Pearson et la région critique associée
(sans chercher pour I’instant a déterminer le seuil associé a cette région noté S,,).
Le test de Neyman Pearson est défini par

L(zq, ...,z 01)
L(xq, ...,z 0p)

Rejet de H, si > Sia

ou S , est un seuil dépendant du risque de premiere espece «. Mais

L(zy, ...,z 01)
L(Il, vy Ty 90)

L(zy,...,xp;0q)
L(l’l, vy Tip s 90)

I 1\ <&,
— - — * > S50
g (90 91);331 > 3,

Comme #; < 6y, 0n a % > %. La regle de décision est donc finalement

> Sl,oz < In

> Sg?a

Rejet de Hy si T, = » X7 < S,.

i=1

La région critique du test est I’ensemble des vecteurs (z1,...,z,) €]0,+oo[" tels que
T, < S, et la statistique de testest 7, = > " | X7.

2. (1pt) On admettra que la variable aléatoire Y}, = X ,f est de moyenne E[Y;] = 6 et de
variance var(Y;) = 6. En déduire la loi asymptotique de 7T}, sous les deux hypotheéses
Hyet Hy.

D’apres le théoreme central limite, on a

Sous HO : Tn ~ N (n907n9(2)) )

et
Sous Hy : T, = N (nby,nb7) ,

ou ~ signifie “de loi approchée (pour n grand)”.
3. (2pts) On note F' la fonction de répartition d’une loi du normale N (0, 1). En utilisant la

loi asymptotique trouvée a la question précédente, exprimer le risque de premiere espece
a en fonction du seuil du test de Neyman Pearson noté S, de F', n et 6. En déduire la



valeur du seuil S,, en fonction de F'~! (), de n et de 6.
Le risque « est défini par

o = P[Rejeter Hy|H, vraie] = P [T, < S,|T;, ~ N (nby, ndj)]

soit
Sa — ’I’Leo

\/nb?

S, = F 1 (a)\/nb2 + nby.

a=F

On en déduit

. (2pts) Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour
ce test et montrer qu’elles ne dépendent que de /n et de Z—é. Analyser les performances du
test en fonction de g—; et de n et tracer 1’allure des courbes COR pour différentes valeurs
de z-(l).

Les courbes COR expriment 7 = 1 — (3 en fonction de . On sait qu’il suffit d’utiliser
I’expression de « et de changer 6y en 6, pour avoir , soit

S SR
\/nb?

soit en remplagant S, par son expression

T=F [Z—?F‘l(a) +v/n <9—1 — 1)] .

Cette expression de 7 ne dépend donc que de n et de z—;. En particulier, quand n augmente
ou quand z—(l’ augmente (i.e., z—é diminue), la performance du test augmente, ce qui est

attendu. Les allures approximatives de ces courbes pour différentes valeurs de n et de Z—(l)
sont représentées ci-dessous :

Figure 1: Allure des courbes COR pour différentes valeurs de n.



Figure 2: Allure des courbes COR pour différentes valeurs de g—!i.

5. (3pts) On désire vérifier que I’ensemble des observations (z1, ..., x,,) suit une loi de den-
sit€ f(z;;0) avec @ = 1 a I’aide d’un test du y?. Déterminer la fonction de réparti-
tion de cette loi et en déduire que I’intervalle |0, +o0o[ est la réunion de trois intervalles
équiprobables pour la loi de densité f(z;;1) que 1’on précisera. On compte le nombre
d’observations x; appartenant a ces trois intervalles et on trouve K; = 13, Ky = 8 et
K3 = 9. Quelle est la valeur de la statistique du test du x? ? Exprimer le seuil de ce
test noté .S, en fonction du risque « et de I’inverse de la fonction de répartition d’une loi
du x? dont on précisera le nombre de degrés de liberté. On donne Sy g5 = 5.991. Qu’en
conclut-on ?

La fonction de répartition associée a la loi de densité f(x;;6) s’écrit

z O0siz <O
Fy(z) = /0 Fu; O)du = fO‘T %“exp (—%) du =1 —exp (—xQ) siz >0
Pour § = 1, on obtient donc

Osiz <0
1 —exp(—2?) siz >0

Fi(z) = {

Le premier intervalle |0, a[ est tel que

1 1
F(a):§<:>1—exp(—x2):§<:>x: 1n<§>

Le deuxieme intervalle [a, b] est tel que

2 2
F(b):§<:>1—exp(—a:2):§¢)m:\/1n3

La statistique du test du y? est

—+ =+ = 1.4.

= T 10 10 10 10

S (Ki—np)? 9 4 1 14
i np;

i=1



On sait que sous I’hypothése Hy, ¢ suit une loi du x? a2 K — 1 degrés de liberté, donc
¢ ~ X5

Comme ¢ = 1.4 < Spo5 = 5.991, on accepte ’hypothese H, avec le risque o = 0.05
donc on en déduit que 1’échantillon suit la loi de densité f(x;; 0) avec § = 1 avec le risque
a = 0.05.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

kaP[X:k] b1

,,,,,

LOI Probabilités Moyenne | Variance | Fonction Caractéristique
_ 1 it itn
=1 1—
Uniforme Pe = "TH % Lew)
ke{l,..,n} n(l—e)
Bernoulli po=P[X =0]=¢q D pq pe't +q
pel0,1] ¢=1-p
pe= ()pFq" "
Binomiale it n
pel0,1] ¢g=1-p np npq (pe +q)
B (n’p) n n!
k € {0, 1, ...,TL}, (k’) = m
pe = ("Nt i
Binomiale 0.1 ) q ( D )
pel0,1l} ¢g=1-p n- n-s T o
négative . " p? 1 —ge®
keN, (p) = K(n—k)!
P1,...m = kl.—'km,p’fl -.pfn’” Variance :
e 0,1 =1 —p. nD:d. n
Multinomiale pi €101 g Bs np; Pidi (Z;n:l Dj 6”)
ki € {0,1,...,n} Covariance :
doiiki=n 3 p=1 —NP;Pk
)\/\k
Poisson =e¢ "— .
Pr k! A A exp [A (e — 1)]
PN A>0 keN
pe = pg"! ,
1 ezt
Géométrique € [0,1] =1- - 4 _pe
p ) q= p D »? 1 — geit
k € N*




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

LOI Densité de probabilité Moyenne Variance Fonction Caractéristique
— 1 i ita
Uniforme d (x) b ath ()" ﬂ
z € la, b ? 2 it(b—a)
_ 6 -0z, v—
f(z) = rn¢ 7 '
Gamma 0>0,v>0 v v 1
G (v,0) £>0 f 62 (1 —ig)"
avecT'(n+1)=n!VneN
v _8
f(@) =16 " o
Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 02 i
ﬂSlV>1 mSlV>2 @)
ZG(v,0) x>0
avec'(n+1)=nlVneN
Premieére loi 1 1
fx)=131ell, zeR 0 2 5
de Laplace L+t
Normale univariée z—m)?2 ) o242
f(x) =~ 1%67( s reR m o? eimi="3
N (m,a?)
f(z) = Ke 3@m)'2 (@-m)
Normale multivariée _ 1 m > ei"Tmf LTS
./V‘p (m’ 2) (2m)Pdet(X)
r € RP
Khis f(z) =ke 2227}
1 1
2 k= ——F v 2v —_—
Xy 22T (%) (1 —2it)2
v 1
F(E?i) veN, x>0
1
flx) =
Cauchy z—a\2 )
7T)\ (1 + (T) ) (_) (_) elatf/\m
Cro A>0, a€eR
fx) = ket (1 —2)""
_ T(a+b)
k= T(a)T'(b)
Beta a ab .
Bl a>0,b>0 s @ @rorD) (*)
7 x €10,1]

avec'(n+1)=n!VneN




