EXAMEN STATISTIQUE 1MF2E
Lundi 23 mars 2026

Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation (12 points)
On considere n observations x1, ..., T, issues d’un vecteur de n variables aléatoires X; indépendantes de
lois de Rademacher de parametre 6, c’est-a-dire, telles que

14z,

PlXi =50 =60 2 (1-0) 2", 2 € {—1,1},

avec 6 > 0 un parametre inconnu.

1. (2pts) Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 noté é\Mv est:
~ S
Oy = 5t 5, Zl Xi.
1=

On effectue les traitements habituels

e Calcul de la vraisemblance.

L(z1,.coo2n;0) = [[ PIXi = ::6) = gz (ntiniwi) (1 — gyz(n-ii @)

i=1

e Calcul de la log vraisemblance
1 a 1 o
In L(zy,...,2p;0) = 3 (n + Z%) In(9) + B <n — Z%) In(1 —6)
i=1 i=1
e Calcul de la dérivée de la log-vraisemblance et de I’estimateur

OlnL(zy,...,mp;0) 1 - 1 1 - 1
96 A GRR S FRr i G S Py

qui s’annule pour

(1-0) <n+zn:xl> —9<n—zn:xi> :0<:>9:;+2:;iz:;$i.

i=1 i=1

On en déduit que I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre 6 noté Gy est :

by = =+ — zn:X-
MV—2 2’1’Li:1 I



2. (2pts) Montrer que si X; suit une loi de Rademacher, alors Y; = 12“ suit une loi de Bernoulli.

En déduire la moyenne et la variance de X; notées E[X;] et var[X;] en fonction de 6.
Comme z; € {—1,1}, la variable Y; prend ses valeurs dans {0, 1}. De plus

PlY;]=0=P[X;=-1]=1—-0etP[Y;] =1 =P[X; =1] = 0

Donc Y; suit une loi de Bernoulli de parametre 6. Cette loi est de moyenne E[Y;] = 6 et de
variance var[Y;] = (1 — 6). Comme X; = 2Y; — 1, on en déduit
E[X;] =20 — 1 et var[X;] = 4var]Y;] = 460(1 — 0).

3. (2pts) Lestimateur fyv est-il sans biais et convergent ?
D’apres la question précédent, la moyenne de 1’estimateur fyy est :

~ 11 11
Elfmv] = 5 + %ZE[XZ} =5 t520-1)=0.
i=1

L’estimateur §MV est donc un estimateur non biaisé de 6. De plus, en utilisant 1’indépendance des
variables X;, on a
~ 0(1 — 9)
var [GMV} =12 Zvar "

Comme fyry est un estimateur non biaisé de 6 et que sa variance tend vers 0 lorsque n — 0o, Oy
est un estimateur convergent de 6.

4. (1pt) Déterminer la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre 6. L’ estimateur
Omv est-il ’estimateur efficace du parametre 6 ?
La dérivée seconde de la log-vraisemblance est

0?In L(x1, ..., xn;0) 1 - 1 "
06? TR ”+;x 2102 ”_;x

Comme E[X;]+1=20etl - E[X;]=2(1—-6),0ona

P [_02 lnL(Xl,...,Xn;H)] 1 1 n

502 _2—02x(2n9)+mx[2n(1—¢9)]:m.

On en déduit que la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre 6 est

(1 - 0)

n

BCR =

Comme var [@\Mv} = BCR et que I’estimateur é\MV est non biaisé, 5MV est I’estimateur efficace du

parametre 6.

5. (1pt) Montrer que I’estimateur des moments de 6 construit a partir de F[X;] est égal a I’estimateur
du maximum de vraisemblance Oyy .

D’apres ce qui précede, on a :
1 1
ElY;] = 3 + §E[XZ] =40.

On en déduit que I’estimateur des moments de 6 construit a partir de F[X;] est :

Ovo = = —i-**ZX = Ouy.



6. (5pts) On suppose désormais que le parametre 6 est muni d’une loi a priori de densité

60(1 —0) si 6 €)0,1]
0 sinon

10 -{

e (1pt) Représenter cette densité a priori et expliquer I’information apportée par cette densité.
La courbe associée a f(f) = 66(1 — 0) est une parabole égaleaOenf = Oetenf = 1 et qui
atteint son maximum en ¢ = % Cette information a priori implique que les valeurs proches
de % sont a priori tres probables alors que celles proches de 0 ou 1 sont trés improbables a
priori.

e (2pts) Déterminer I’ estimateur du maximum a posteriori du parametre § noté §M Ap €t montrer
qu’il s’écrit

~ 1
Omap = o, <2) + (1 — an)bmv.

ol oy, €]0,1] est a déterminer. Déterminer les limites de «, lorsque n tend vers 0 et vers
400 et interpréter le résultat.
La loi a posteriori du parametre 0 vérifie

fO|lzy, ooy ) < f(x1, ..., x,|0) f(0)
x 91"’%("*2?:1%)(1 - 9)1+%("_2?:1 Ii)I]OJ[(H).

ou o signifie “proportionnel a”. L’estimateur du maximum a posteriori du parametre 6
s’obtient par maximisation du logarithme de cette loi a posteriori. La logarithme de la loi

a posteriori est
+ ! n -+ i z; || In(@ 1 Z z; | | In(1—0),
2 " T3 ’

qui admet pour dérivée

1 n
1+2<n+§;m>
1=

qui s’annule pour

1" ]
I N
2nZ /

b= —— (L) + "5
MAP_Q—I—TL 2 TL—{—QMV’

ce qui est le résultat attendu si on pose o, = Quand n tend vers +o0, o, tend vers

Donc

2
24n°
0, ce qui signifie qu’on oublie 1’info a priori “0 est proche de %”. Par contre, quand n tend
vers 0, ay, tend vers 1, ce qui signifie qu’on fait confiance a I'info a priori et qu’on oublie
I’information contenue dans les données.

e (2pts) Montrer que la loi de 0| X1, ..., X,, est une loi beta dont on déterminera les paramétres.
En déduire I’estimateur MMSE de 8 noté OymsE.
D’apres ce qui précede

POz, o) o 0 2R w) (1 gyt (=) 7 (6). (1

D’apres les tables de loi, on observe que

1 . 1 =
0|z1,...,xn) ~ B <2+2 <n+;xz> ,2—1—5 (n—%w,)) :

3



Donc

243 (n+ 30 X))

5MMSE:E[9\X1,---7Xn] = ;
243 (n+> 1 X)+2+35(n—Y 0L Xi)

soit

) 2+ L+ X))
Ommse = E[0]X1, ..., Xp] = —2 4+%1_1 -,

Exercice 2 : Tests Statistiques (8 points)

On considere n observations 71, ..., Z, issues d’un vecteur de n variables aléatoires X indépen-
dantes de lois de Poisson de parametre ¢k, c’est-a-dire, telles que

kX)*k
(RN kx4 e,

P [X k = Tk; /\] = I
T+
avec A > 0. On notera que le parametre de la loi de Poisson pour la variable aléatoire X}, dépend de
I’indice k. On désire utiliser les observations 1, ..., ,, pour déterminer si A = A\g > Oousi A = A; > 0
avec A1 < Ag. On considere donc le test d”hypotheses

Hy: =X, Hi: X=X\ avec A\p > A1 > 0.

1. (2pts) Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est 7;, = »_,_; X}, et déterminer la
région critique associée (le seuil associé a cette région sera noté Sy,).
Le test de Neyman Pearson est défini par

L(xy,...,xn;01)
L(xy, ..., xn;6p)

Rejet de Hy si > S1a

ol S o est un seuil dépendant du risque de premiere espece . Mais

L(x1,...,xp;07)
L(x1,...,xn;00)

L(x1, ..., xp;01)
L(x1, ..., xn; 0p) > 2

no(RA)TE ko
k=1 x!
< In > SQ,a

n (kAo)"k kA
Hk)zl {Lk' e 0

> Sl,a = 1Il|:

& [In(Ar) = In(Xo)] Yk > Ssa
k=1

Comme A\; < Ag, on rejette Hy si

n
T, = ZXk < S,.
k=1

La région critique du test est donc I’ensemble des vecteurs (z1, ..., z,) € N tels que 7, < S, et
la statistique de testest T, = > | X;.

2. (1pt) Montrer que 7;, suit une loi de Poisson dont on exprimera le parametre noté 6,, en fonction
de n et \. Dans la suite de cet exercice, on suppose qu’on peut approcher cette loi de Poisson par
une loi normale N (6,,,6,,).

La fonction caractéristique de 7;, vérifie :

E [eiuTn] — B |:eiuZZ:1 Xk:| — E

n
H eiuX;C )

k=1



En utilisant le fait que les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes et la fonction carac-
téristique d’une loi de Poisson donnée dans les tables, on obtient

E [eMT] = ﬁ E [e™X+] = kfllexp (M (e —1)] = exp [)\ (i k:) (e — 1)] :

k=1

soit
B[] = exp [n(n;— 1))\ (et — 1)] ’

qui est la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de parameétre 6,, = %)\. On en déduit
T, ~ P(0,).

. (2pts) On note F' la fonction de répartition d’une loi du normale A/(0, 1). En utilisant la loi normale
trouvée a la question précédente, exprimer le risque de premiere espece o en fonction du seuil du
test de Neyman Pearson noté .S, de la fonction F', et de n et A\g. En déduire la valeur du seuil S,
en fonction de F~ (), n et Ag.

Le risque « est défini par

1 |
o = P|[Rejeter Ho|Hy vraie] = P [Tn < SolTn ~ N ("(" 1), st >)\0)} ,

2 2
soit
a=F —Sa _ %)\0
d’ou
S, — ”(”; Yo+ Fl(a) ”(”; .

. (3pts) Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce test et

montrer qu’elles ne dépendent que de %, F~Y(a), Ao et 1. Les performances du test seront-

elles meilleures pour (Ag, A1) = (10, 1) ou pour (Ag, A1) = (1000, 100) ?
La puissance du test est définie par

Sa . n(n2+1) /\1

En remplagant I’expression du seuil S, déterminée précédemment, on obtient

_ )\0 n(n+ 1) )\Q — )\1
F 1(a)\//\>1+\/ > T ]

L allure des courbes COR pour différentes valeurs de n est représentée ci-dessous :

m = P[Rejeter Hy|H; vraie] = F

T=F




Figure 1: Allure des courbes COR pour différentes valeurs de n.

Pour les deux couples (Mg, A1) = (10,1) et (Ao, A1) = (1000, 100), on a %11 = 10. Comme F

est une fonction croissante (c’est une fonction de répartition), les performances du test sont donc
d’autant meilleures que %/._)\Ti\l est grand. Pour le premier couple (A\g, A1) = (10,1), ona

N-h_9_,
Va1
tandis que pour (A, A1) = (1000, 100), on a
do A 900,
Y10

Les performances du test seront donc meilleures pour (Ao, A1) = (1000, 100).



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

pr = P[X = k] Plom = P[X1=Fk1,...; Xon = ki
LOI Probabilités Moyenne Variance Fonction Caractéristique
_ 1 it itn
E = = e (1—e
Uniforme p n "TH % (71t)
ke{l,..,n} n(l—et)
p=PX=1]=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pet 4+ q
pe0,1] ¢g=1-p
o pe = ()" *
Binomiale it n
pe0,1] g=1-p np npq (pe™ + q)
ke{0,1,...n},(}) = Al
pr= ("5 Pt
Binomiale [ ] q q P "
pE 0’1 q:l—p n— n— —_—
négative S P P L—get
keN, (p) = k)l
_ n! k1 km, : .
Pl...om = Gl EaiP1 P Variance :
i€ |0,1 i=1—p; np;q; AT
Multinomiale pi € 0114 b np; b (Z}nﬂ pj 6”)
k; €{0,1,...,n} Covariance :
S ki=mn Y iipi=1 —NP;Pk
)\k
Poisson Pk = e A ;
k! A A exp [)\ (e” — 1)]
P(X) A>0 keN
pe = pg" ! ,
o 1 q pe!
Géométrique pE [()7 1] g=1-p 5 P 1—7qeit
k € N*




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

LOI Densité de probabilité Moyenne Variance Fonction Caractéristique
_ 1 - ~
Uniforme f@) =53 ath (b;g)2 eith — gita
x € a,b] it (b—a)
_ 0¥ —Ox, -1
f(z)= T
Gamma 0>0,v>0 v v 1
G (v,0) 23>0 0 02 (1—ig)"
avec'(n+1)=n!VneN
v _6
f(z)= %e E=r=a
Inverse gamma 0>0,v>0 0 . 02 .
=1 S1V > 1 —D2—2) siv > 2 Expression compliquée
ZG(v,0) x>0
avec'(n+1)=n!VneN
Premiere loi f( ) 1 —|a] cR 0 5 1
xTr) = 56 , T 2
de Laplace 1+t
Normale univariée _(@=m)? ) 242
( 2 f@) =~ 127re 222, zeR m o? eimt= g~
N (m,o
f (@) = Ke-3@m) > (-m)
Normale multivariée 1 m > eiuTm— % WIS
N,y (m, %) T/ (2m)Pdet(T)
zeR?
Khig f(x) = ke 222!
2 1 2 1
= TN v v —
qu 1 22T (%) (1 - 2it)2
I'(5.3) veN* >0
1
f () = :
Cauchy s (1 + (%) ) o © ez‘at—)\It\
Char A>0, a€R
fl@)=ka "t (1—a)"
_ D(atd) _
Beta k= F(;;F(b)’ 'n+1)=n!VneN a ab B ) ous
B( b) - 0 b - 0 m m Xpression compliquee
a7 a )
xz€]0,1]
f @)= e
Pareto ab o2b
Pla.b) a>0,06>0 -1 (SR Expression compliquée
a7

x € Ja, +00]




