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Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considére n observations i, ..., z, issues d’un échantillon (X7, ..., X,,) distribué suivant la
méme loi de densité

f(zi;0) = éexp (ﬁxi - 165“) , z; €R
a a

avec a > 0, 3 > 0et @ = (a,3)T. On cherche tout d’abord a estimer le paramétre a a partir des
observations x1, ..., T, (6 est connu dans les 5 premieres questions de cet exercice), puis on s’intéresse
a I’estimation du vecteur 8 = (a, 3)7 dans la derniére question de cet exercice.

1.
2.

Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre v noté anyy .

Montrer que Y; = €% suit une loi gamma dont on déterminera les paramétres. En s’aidant des
tables, déterminer la moyenne et la variance de la variable aléatoire Y;.

L’estimateur ciypy est-il un estimateur sans biais et convergent du parametre o ?

Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre .. L’estimateur
amy est-il I’estimateur efficace du paramétre o ?

. On suppose que « est muni d’une loi a priori inverse gamma IG(b, a) définie par

pla) x i exo (=2 ) T (o)

ol a et b sont deux parametres connus,  signifie “proportionnel a” et I+ est la fonction indica-
trice sur R (telle que I+ (o) = 1 si @ > 0 et I+ (a) = 0 sinon).
e Montrer que I’estimateur du maximum a posteriori du parametre « s’ écrit
amap = c1(n)amy + c2(n)

ol ¢1(n) et ca(n) sont deux fonctions de n, a, b que I’on déterminera. Déterminer les limites
de c¢1(n) et de co(n) lorsque n — oo et commenter le résultat obtenu.

e Montrer que laloi de oz, ..., ,, est une loi inverse gamma dont on déterminera les parametres.
En déduire I’estimateur MMSE de a.

On suppose désormais que « et 3 sont deux parametres inconnus que 1’on cherche a estimer a
partir de I’échantillon (X1, ..., X,,) et on pose 8 = (a, 5)7.

Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance de & = (o, 3)7 construit a partir de
I’observation des variables aléatoires X; s’obtient comme la solution du systéme suivant

> iy miexp (B;)
> i1 exp (B;)

Expliquer succinctement comment on peut trouver la solution de ce systéme.

=0.

1< 1 1
a:nz;exp(ﬁxi)a g(6a$117:€n)zﬁ+n§;$l_
1= 1=



Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considére n observations w1, ..., z, issues d’un échantillon (X7, ..., X,,) distribué suivant la
méme loi de Weibull de densité
B-1 B
T

exp _Ei Ip+ (),

flziso) = v

(0%

ol B > 0 est un parametre connu, > 0, et ol I+ () est la fonction indicatrice sur R*. L objectif de
cet exercice est d’étudier un test statistique basé sur les observations 1, ..., z,, qui permet de déterminer
sia = g ousi @ = a1 < ag. On considere donc le test d’hypotheses

Hy:a=qp Hi:a=aoa avec a1 < ag.

1. Montrer que la statistique de test du théoréme de Neyman-Pearson est

n

T,=> X/

i=1
et indiquer la région critique de ce test. Représenter cette région critique pour 5 = 2 et n = 2.

2. Montrer que Y; = %X f suit une loi du x? a deux degrés de liberté, i.e., Y; ~ x3. En déduire la loi
de U, = %Tn sous les deux hypotheses Hy et H;.

3. On note Fy, () la fonction de répartition d’une loi du x3,,. Exprimer les risques de premiére et
seconde espece notés PFA et PND en fonction du seuil du test de Neyman-Pearson noté .S, de Fb,
et de g et 1. En déduire les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce
test en fonction de o, a1, Fo, et FQ_nl. Analyser les performances du test en fonction des valeurs
de ag et a et donner I’allure des courbes COR pour plusieurs valeurs du couple (ayg, 7).

4. On désire vérifier que I’hypothese d’une loi de Weibull pour les variables aléatoires X7, ..., X, est
correcte. Pour cela, on construit les variables Y; = %X f et on cherche a vérifier si ces variables
suivent une loi du x3 a 'aide d’un test de Kolmogorov. Expliquer le principe de ce test (on
précisera notamment comment on calcule la statistique de ce test et comment le seuil est calculé a
partir d’un risque de premiere espece donné).



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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