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Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation (11 points)

On considere n observations 1, ..., z,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires
indépendantes de lois normales telles que X3, ~ N'(km, c?), ol 0 est un paramétre connu et m est un
parametre inconnu que 1’on cherche a estimer. On remarquera que le vecteur (X7, ..., X;,) n’est pas un
échantillon car il est constitué de variables aléatoires n’ayant pas la méme loi (la moyenne de X}, dépend
de k). On rappelle que la densité d’une loi normale N (km, o2) est
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Tr)=——exp|———5—"— reR
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et que cette loi est de moyenne km et de variance o2,
1. On construit I’estimateur
N 1 < X5
My, = — —.
" n k
k=1

Montrer que m,, est un estimateur non biaisé et convergent du parameétre m.
Indication : pour la convergence, on pourra montrer que la variance de m,, notée var(m,,) est
. Pl hy 2
inférieure a <.
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2. Montrer que la vraisemblance de (x1, ..., ;) admet un unique maximum global pour une valeur
de m que I’on déterminera. En déduire I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre
m noté muy.
. no 2 _ nnt)@2ntl) 2
Remarque : on rappelle que ) )| k* = =——¢=— = sp,.

3. Montrer que myy est un estimateur sans biais et convergent du parametre m. Donner un équivalent
de la variance de iy lorsque n — oo et commenter ce résultat.

4. Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre m. L’estimateur
mmy est-il I’estimateur efficace du parametre m ? Quel estimateur doit-on préférer entre m,, et
mmv ?

5. On suppose désormais que le parametre m est muni d’une loi a priori normale de moyenne my
et de variance o3 (i.e., m ~ N(mg,3)), ol mg et o4 sont connus. Déterminer 1’estimateur du
maximum a posteriori du parameétre m noté mpyap et montrer que

mmap = B(n)mmy + [1 — B(n)]mo

ol 3(n) est une quantité dépendant de n a déterminer. Analyser le comportement de mpap lorsque
n est petit (n — 0) ou grand (n — o).



Exercice 2 : Tests Statistiques (9 points)

On considere n observations x1, ..., ,, issues issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléa-
toires indépendantes de lois normales telles que X3 ~ N (km,c?), olt 0 est un paramétre connu. On
désire utiliser les observations x1, ..., £, pour déterminer si m = 0 ou si m = m; < 0. On considere
donc le test d’hypotheses

Hy:m=0, Hi:m=m avec mq < 0.

1. Montrer que la statistique de test du théoréme de Neyman-Pearson est

T, = zn:ka
k=1

et indiquer la région critique de ce test.

2. Montrer que la loi de T}, est une loi normale sous les deux hypotheses Hy et H; avec des parametres
a préciser sous chaque hypothese.

n(n+1)6(2n+1) T

= Sp.

Indication : on rappelle que y ), k? =

3. On note F' la fonction de répartition d’une loi normale A/(0, 1). Exprimer les risques de premiére
et seconde espece o et 5 en fonction du seuil du test de Neyman-Pearson noté S, de F' et de o et
mi.

4. Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce test et analyser
les performances en fonction des valeurs de o et m;. Donner I’allure de ces courbes pour m; fixé
et pour différentes valeurs de o (par exemple, o € {0.1,1,10}). Faire de méme pour différentes
valeurs de m; (a o fixé), par exemple m; € {—10,—1,—0.1}.

5. On désire vérifier que I’hypothese X ~ N (km, 02) est correcte (avec m et o2 connus). Pour
cela, on construit les variables Y, = X’“;ﬂ et on cherche a vérifier si ces variables suivent une
loi normale centrée réduite A/(0, 1) a I’aide d’un test du x2. Expliquer le principe de ce test (avec
K = 4 classes).



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique
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