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Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation (12 points)

On considere n observations 1, ..., , issues d’un vecteur (X1, ..., X,,) de n variables aléatoires in-
dépendantes de méme loi de Pareto de parameétres a et b (ce que 1’on notera dans la suite X; ~ P (a, b))

de densité
bab

f(zi;a,b) = { oyt

0 sinon

si x; >a

avec @ > O et b > 2. On suppose dans la premiere partie de cet exercice que a > 0 est un parametre
connu et on étudie plusieurs estimateurs du parametre b construits a partir de X1, ..., X,,.

1. (1pt) Montrer que I’estimateur du vraisemblance du parametre b noté by est défini par

n

v = > i In (%) |

2. (2pts) On rappelle que si Y est une variable aléatoire réelle de loi gamma de parametres v et 6,

notée Y ~ G(v,0), alors Z = L suit une loi inverse-gamma de parameétres v et 0, i.e., Z ~

Y
X;

ZG(v,0). Montrer que la variable aléatoire Y; = In (7) suit une loi gamma dont on déterminera

les parametres. Quelle est laloide Y = > 7" | Y; ? En déduire que /b\MV = nZ ou Z est une
variable aléatoire de loi inverse gamma ZG(n, b).

3. (3pts) Déterminer le bias de I’estimateur byvy et en déduire un estimateur sans biais du parametre
b noté byy. Déterminer la variance de byry et en déduire que cet estimateur est convergent.

4. (1pt) Déterminer la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre b. L’ estimateur
bmy est-il I’estimateur efficace du parametre b ?

5. (3pts) On suppose désormais que le parameétre b est muni d’une loi a priori de loi gamma G (1/, g)

de densité . ( b)
b exp(—%) si b>0
F(b) o { 0 sinon

Déterminer I’estimateur du maximum a posteriori du parametre b noté byjap. Montrer que la loi
de b| X1, ..., X, est une loi gamma dont on déterminera les paramétres. En déduire I’estimateur
MMSE de b noté bymsk.-

6. (2pts) On suppose désormais que les deux parametres a et b sont inconnus. Déterminer un estima-

teur de (a, b) noté (ZiMO,ZMO) a I’aide de la méthode des moments.



Exercice 2 : Tests Statistiques (8 points)

On considere n observations 1, ..., x,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,;) de n variables aléatoires
indépendantes de mé&me loi de Pareto de parametres a et b = 1 (ce que I’on notera dans la suite X; ~

P (a)) de densité

o

- S1 Z; > a

f(zisa) = { i

0 sinon
avec a > (. On désire utiliser les observations 1, ..., x,, pour déterminer sia = ag > lousia = a; >
ag. On considere donc le test d’hypotheses

Hy:a=ay, Hi:a=a avec a; > ag > 1.

L’ objectif de cet exercice est d’étudier les perfomances du test :

Rejetde Hpsi T, = min X; > S,.

i=1,..,n
1. (3pts) Montrer que
a\m .
S ] — (E) S1 x> a
P(T, = 2] { 1 sinon
En déduire le risque « du test en fonction de S, et de ag, puis S, en fonction de « et de ay.

2. (3pts) Montrer que la puissance du test vérifie
a " s
o (i) si Sy, > a
1 sinon

En déduire que les courbes COR de ce test sont définies par deux droites définies pour 0 < o <

n n
<Z—‘1’> et a > (Z—?) . Tracer ces courbes COR pour différentes valeurs de Z—‘f

3. (2ts) On observe I’échantillon de taille n = 4 suivant : 1 = 3, x9 = 4, x3 = Tetxy = 8. On
désire vérifier que les observations suivent la loi de densité f(x;;a) avec a = 2 a ’aide d’un test
de Kolmogorov.

e Déterminer la fonction de répartition de la loi de densité f(x;;a) notée F' lorsque a = 2.

e Représenter graphiquement la fonction de répartition empirique de I’échantillon (x1, ..., x4)
notée F'(x).

e Rappeler la région critique du test de Kolmogorov en fonction de F' et F.
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