EXAMEN STATISTIQUE - IMF2E
Lundi 24 mars 2025 (8h-9h45)

Partiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Tests Statistiques (10 points)

On considere n observations xy, ..., x,, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires
indépendantes de mémes lois de densités

(a—1)x; " siz;>1
0 sinon

f(xﬁa):{

On désire utiliser les observations 1, ..., £, pour déterminer sia = ag > lousia = a; > ag. On
considere donc le test d’hypotheses

Hy:a=ayg, Hi:a=a avec a1 > ag > 1.

1. (2pt) Déterminer la statistique 7}, du test de Neyman Pearson et la région critique associée. En
admettant que F[ln X;] = ﬁ vérifier que la région critique du test est en accord avec cette
espérance mathématique.

2. (1pt) En admettant que Y; = In X; suit une loi gamma de parametres 1 et a — 1, ie., Y; ~
G(1,a — 1), déterminer la loi approchée de 7), sous les deux hypotheses Hy et H; provenant du
théoreme central limite.

3. (2pts) On note G la fonction de répartition d’une loi du normale A (0, 1). Exprimer le risque de
premiére espece « en fonction du seuil du test de Neyman Pearson noté S, de GG, n et de ag. En
déduire la valeur du seuil S,, en fonction de G~!(a) et de n et ag.

4. (2pts) Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce test et
montrer qu’elles ne dépendent que de n et de r(ag,a1) = Zé:} (et bien sir des fonctions G et
G~1). Analyser les performances du test en fonction de (ag, a) et tracer I’allure approximative

des courbes COR pour différentes valeurs de a; lorsque ag = 2.

5. (3pts) On désire vérifier que les observations suivent la loi de densité f(x;;a) avec a = 2 a ’aide
d’un test de Kolmogorov.

e Déterminer la fonction de répartition de la loi de densité f(x;; a) notée F' lorsque a = 2.

e On observe I’échantillon de taille n = 4 suivant : 1 = 2, x90 = 3, x3 = 4detxy = % Le
tableau suivant résume les quantités nécessaires pour effectuer le test
JC(i) 2 2.5 3 4
F (z(;) [ 0.5000 0.6000 0.6667 0.7500
Faz) | o 025 050 o075
il

x;)) 025 050 075 ]

0.5000 0.3500 0.1667 0.0000

)|
)\ 0.2500 0.1000 0.0833 0.2500
ol (1), Z(2), ¥(3), T(4)) est I’échantillon ordonné.

Expliquer ce que représentent F <x(_l)) et (x%)
e Rappeler la région critique du test de Kolmogorov. Pour & = 0.01 et n = 4, on a Sp 01 =
0.7342. Que peut-on en conclure ?



Exercice 2 : Estimation (10 points)

On considére n observations x1, ..., ¥, issues d’un vecteur (X7, ..., X,,) de n variables aléatoires in-
dépendantes de méme loi de densité

(a—1)x; " si x> 1
0 sinon

f(xi;a):{

aveca > 1.

1. (1pt) Montrer que I’estimateur du vraisemblance du paramétre a noté ayy est défini par

n

amv =1+ =——
amv + ST InX,

2. (2pts) On rappelle que si Y est une variable aléatoire réelle de loi gamma de parametres v et 6,
notée Y ~ G(v,0), alors Z = % suit une loi inverse-gamma de parametres v et 6, i.e., Z ~
ZG(v,0). Montrer que la variable aléatoire Y; = In X; suit une loi gamma dont on déterminera les
paramétres. Quelle estlaloide Y = > " | In X; ? En déduire que amy = 1 4+ nZ ot Z est une

variable aléatoire de loi inverse gamma ZG(n,a — 1).

3. (3pts) Déterminer le bias de I’estimateur ayyv et en déduire un estimateur sans biais du paramétre
a noté apy. Déterminer la variance de apy et en déduire que cet estimateur est convergent.

4. (1pt) Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre a. L’estimateur
amy est-il I’estimateur efficace du parametre a ?

5. (3pts) On suppose désormais que le parametre a est muni d’une loi a priori de densité

fla) =

e~ sia>1
{ 0 sinon

Déterminer I’estimateur du maximum a posteriori du paramétre a noté ayap. A I’aide de la densité
de la variable W = a|zy, ..., z,, (a sachant z1, ..., z,,), connue a une constante multiplicative pres,
montrer que la loi de U = W — 1 est une loi gamma dont on déterminera les parametres (on
remarquera que la densité de TV est non nulle sur Iintervalle |1, 00[). En déduire I’estimateur
MMSE de a noté avMsE.
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