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Exercice 1 : Estimation (10 points)

On considere n observations z1, ..., T, issues d’un vecteur de n variables aléatoires X; indépen-
dantes de lois de Poisson de parametre i\, c’est-a-dire, telles que
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avec A > (0 un parametre inconnu. On notera que le parametre de la loi de Poisson pour la
variable aléatoire X; dépend de I’indice .

1. On cherche a estimer le parametre )\ a I’aide de I’estimateur
R . ¢
A=—) —.

Déterminer le biais de cet estimateur. En utilisant la propriété
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majorant de Var(j\). En déduire que ) est un estimateur convergent de \.

n(n+1)
2 b

blance du parametre A noté Ay est défini par

2. Enutilisantlarelation ) i = montrer que I’estimateur du maximum de vraisem-
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Cet estimateur est-il sans biais et convergent ?

3. Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre . L’estimateur

Amy est-il I’estimateur efficace du parametre A ?

4. Lequel des deux estimateurs et XMV choisiriez vous (justifier votre réponse) ?
Exercice 2 : Tests Statistiques (10 points)

On considere n observations x1, ..., T,, issues d’un vecteur (X1, ..., X;,) de n variables aléa-
toires indépendantes de méme loi de densités

az? ! si z; €]0,1]

f(zi;a) :{ .

0 sinon

avec a > 0. On désire utiliser les observations z1, ..., z,, pour déterminer si a = ag > 0 ou si
a = ay > ag. On considere donc le test d’hypotheses

Hy:a=ay, Hi:a=a avec a; > ag > 0.



. Montrer que la variable aléatoire U; = — In(X;) possede la loi gamma G (1,a) et en
déduire a I’aide des tables sa moyenne E[U;] et sa variance var([U;].
Remarque : on prendra soin de déterminer le domaine de définition de U;.

. Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est 7,, = > " | U; et déterminer la
région critique associée.

. Montrer que la loi approchée de 7,, issue du théoreme central limite est la loi normale
N (g, ;1—2) On supposera dans la suite de cet exercice qu’on peut approcher la loi de 7},
par cette loi normale.

. On note F la fonction de répartition d’une loi du normale N (0, 1). Exprimer le risque de
premiére espece « en fonction du seuil du test de Neyman Pearson noté S,,, de F'(«), n
et de ag. En déduire la valeur du seuil S, en fonction de F'~'(«) et de n et ay.

. Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour ce test
et montrer qu’elles ne dépendent que de n, F'~1(«) et de Z—; Analyser les performances
du test en fonction de Z—é et de n et représenter 1’allure de ces courbes pour diverses valeurs
de Z—é et de n.



LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o? : variance

F. C. : fonction caractéristique
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LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o? : variance

F. C. : fonction caractéristique
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