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Exercice 1. Durée d’attente a un feu rouge.
On considere la variable aléatoire “durée d’attente a un feu rouge”. La durée maximale d’attente a ce feu
rouge est notée ), parametre inconnu strictement positif. On observe un échantillon ¢4, ..., ¢, de taille
n, ol t; désigne la durée d’attente observée pour le i€ individu. On fait I’hypothése que les variables
aléatoires 7T; associées aux observations ¢; sont indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 6], i.e.,
T, ~U0,0].

1. Représenter le graphe de la densité de laloi U [0, 6] et préciser ses paramétres moyenne et variance.

2. On désire estimer le parametre 6. Déterminer le biais et la variance de 1’estimateur T' = T;.
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Montrer que §; = 27 est un estimateur sans biais et convergent en probabilité de 6.

3. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est Y;, = sup 7;.
i

e En utilisant I’équivalence des événements suivante Y,, < y <— T; < y,Vi = 1,...,n,
calculer la fonction de répartition de Y,,. En déduire sa densité et calculer E [Y,,] et var (Y},).

e Montrer que 0y = "THYn est un estimateur sans biais et convergent en probabilité de 6.

4. Lequel des deux estimateurs 67 et 05 choisiriez-vous pour estimer 6 ?

Exercice 2. La durée de fonctionnement d’un matériel électrique est représentée par une variable
aléatoire réelle X suivant une loi de Weibull de densité :

A
f(a:;@,/\)znglexp{—g} x>0

avec § > 0 et A > 0. On suppose que A est connu.

1. Déterminer la loi de U = X* puis calculer E (X*) et Var (X*).

2. On considere un échantillon (X7, ..., X;,) de méme loi que X . Calculer I’estimateur du maximum
de vraisemblance 6,, de 6. Cet estimateur est-il sans biais ? convergent ? efficace ? Calculer son
erreur quadratique moyenne.

Exercice 3. Estimation de I’écart type
Soient z1, ..., xy, les réalisations respectives de n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes et de
méme loi gaussienne N(0, 02).

1. Déterminer un minorant de la variance de tout estimateur sans biais de o.
2. Déterminer a pour que

a n
o="3"1X,|
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soit un estimateur sans biais de o. L’estimateur obtenu & est-il convergent ? efficace ?



Exercice 4. Soient X1, ..., X,,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité :

f (l‘) = Beﬁ(a_x)l[a,—koo[(x)

1. «étant connu, déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance de w = 1/ noté &. Vérifier
qu’il est sans biais et convergent. Montrer enfin que @ est I’estimateur efficace de w.

2. 3 étant connu, étudier 1’estimateur du maximum de vraisemblance de « noté a. On admet que la
densité de probabilité de a est :

7 (u) = nﬁe”ﬁ(a_“)l[a,Jroo[(u)

En s’aidant de ce qui a été fait a la premiére question, déterminer le biais et la variance de &. En
déduire un estimateur sans biais et convergent de v noté ae. Que dire de 1’efficacité de o ?

3. (3 étant connu, déterminer 1’estimateur de « obtenu a I’aide de la méthode des moments appliquée
a E[X;] noté @. Comparer les deux estimateurs @ et &.



Exercice 1

1) La densité de T; est

2sit; €[0,0]
0 sinon

fiti0) = {

On a de plus (voir tables ou calculs élémentaires)

2
E[T;] = 0 et var [T;] = v
2 12
2)
= 0
E[T] = EI]= 3
—_ war [T1] B ﬁ
var [T] N n - 12n
Donc
Bl0] = 281 =0
~ _ 2
var [01] = A4var [T] = 3, j 0

01 est donc un estimateur non biaisé et convergent de 6.
3) La vraisemblance de %1, ..., t,, est

fmwwmm:{&““GWWWZme
0 sinon
Maximiser la vraisemblance de t1, ..., t, revient & maximiser gin sous les contraintes ¢; € [0,6],Vi =
1,...,n. Puisque 9% est une fonction décroissante de et que les contraintes impose t; < 6,Vi =1, ..., n,
on en déduit
Y, =sup T;
2

a)Ona

PlY,<y] = Ph<yetTh<y..etT, <y]

n
= [[rPm <y
k=1
P[Ty <y]"
(1" siy € [0,0]
= 1siy>40
Osiy <0

La densité de Y,, est donc

fy) = { nyg—: siy € ]0,0]

0 sinon

On en déduit

(4 n
Y no
EY,] = “dy =
[Yn)] /on9” y=
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Y nd
EY?] = dy =
Y] /On o YT 2



et donc
nb?
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0y = ”THYTL est donc un estimateur non biaisé de 6. Puisque

~ n-+1 2 92
Var[Gg}—( - ) Var[Yn]—mnjOOO

0y = "T“Yn est un estimateur convergent de 6.
4) Puisque la variance de 6y est plus faible que la variance de #; (au moins pour n grand car
-~ 2 " 2 .. . -~

var [92} ~ % et var [01} = g—n), on choisira I’estimateur 6.

Exercice 2
1) un changement de variables élémentaire conduit a

1 u
_J gexp (—g) pour u > 0
f(u) { Osiu<0

Des calculs simples ou les tables de la loi gamma permettent d’obtenir
E[U] =6 etvar[U] = 6

2) La vraisemblance de 1, ..., ¢, est

T (A p
flxy,xn; ) = H %k eXPy— x; >0

k=1
PO 1 &
= (9) [H xk] exp{—HZxﬁ}
k=1 k=1
et son logarithme
n 1 n
In f(x1,....,2p;0) =nln X —nlnf+ (A —1)In Ll_llxk] — ekzlxﬁ

Puisque le domaine de définition de la vraisemblance est indépendant de 6, la recherche du maximum de
vraisemablance de 6 se fait comme suit

Oln f(z1,...,xn;0)
00

n 1 & A\
> 0@—5+ﬁzxkzo
k=1

1~
s < - x

d’ou

k=1
En remarquant que 6,, = % >y Uk, ona
E [én} - E[Ui]=6
-1 var(Up) 62
varlfa] = =



Donc 6,, est un estimateur sans biais et convergent de §. La borne de Cramér-Rao d’un estimateur non
biaisé de 6 est

-1
BCR(0) = z [M}
062
B -1
= ZE[Yr_ X7
- 9% — 9%”‘9 n

Puisque var(f,) = BCR (), 0,, est Iestimateur efficace de 6. Son erreur quadratique moyenne est
A 2 . R 92
E [({9” — 9) ] = var [94 + biais? [(9 }
n
Exercice 3

1) Un minorant de la variance de tout estimateur non biaisé de o est donné par la borne de Cramér-
Rao
-1

E |:82 lnf(xl,‘..,xn;a)] ’

002

BCR (o) =

La vraisemblance de I’échantillon gaussien est

1 1 «
flx1,.yxn;0) = Wexp (—M2x3>

d’ot la log-vraisemblance

Les dérivées de cette log-vraisemblance se calculent facilement

Oln f(x1,...,xn;0) n 1 9

50 AP

0?In f(x1, ..., xn; 0) _on 3 = o

502 = 2 aLn

i=1
ce qui permet d’obtenir

0?In f(x1,...,Tn;0) n 9 2n
E do? _P_J4X(n0)__§'

2) Pour que

soit un estimateur sans biais de o, il faut



c’est-a-dire
a n

B = 23" BIXil = aEllXa ] = o.

Quelques calculs élémentaires permettent de calculer E[| X |]

o] ’u‘ u2
Pl X = ——— | d
) = [ e (<) au
9 [e’s) 2
= / U exp (_u2> du
ov2r Jo 20
2
= —0
T
d’ou
T
a = 5
et

1 7«
":n\@;'&"
1=

a2
var[o| = gvar[|X1|].

La variance de cet estimateur est

La variance de | X | se calcule comme suit

d’ou

n .

est ’estimateur efficace du parametre o.

Exercice 4
1) La vraisemblance de z1, ..., z,, est

flz1, .. xpw) = ﬁ[iexp{a;xk}] TE >«

et son logarithme

1 n
1 e Tpiw) = —nl —— -
nf(zy,., T w) nlnw + 5 (Zxk na)

k=1



Puisque le domaine de définition de la vraisemblance est indépendant de w, la recherche du maximum
de vraisemablance de w se fait comme suit

Oln f(z1, ..., Tn;w) n 1 -
> 00—+ — — >0
= w+w2 Zxkz no | =2

ow
k=1

1n
& w< — T — «
_ng;k

d’ol
%ZXIC —

On montre aisément que Uy = X}, — « suit une loi exponentielle de densité

1 U
~f Llexp(—%) pouru >0
f(“)_{ Osiu<0

Donc comme dans I’exercice précédent

E[d)] = E[Ul] = w
var [w] = Lr(Ul) = w—2

Donc @ est un estimateur sans biais et convergent de w. La borne de Cramer-Rao d’un estimateur non
biaisé de w est

-1 2
BCR (w) = . =<
E [8 lnf(:vh-.-,mn;w)} n
Ow?
Puisque var [©] = BCR (w), @ est I’estimateur efficace de w.

2) La vraisemblance de 1, ..., x,, est laméme que précédemment mais elle est maintenant paramétrée
par «

flzy, . hxna) = H [i} exp{a ;llk }} L, +o0[(Ti)
1\" 1 (& -
= (w) exp {_w (Z T — na> } H Lo 4oo[ (T4)
k=1 k=1
1\" 1 &
= (w> exp{ Wk:1xk+}H1a+oo x;).

La vraisemblance est une fonction croissante de o« mais « doit vérifier les contraintes
v, >a,Vi=1,...,n
On en déduit

amy = min X
i=1,...,n

La densité de min;—, ., X; était donnée dans I’énoncé

7 (u) = nﬁe"ﬁ(o‘_“)l[a#m[(u).

On remarque qu’elle est similaire a celle de X; mais que /3 devient n3. On en déduit que la moyenne de
amy est égale a 1’expression de F[X;] dans laquelle on a remplacé 3 par nf3, soit

N 1
E[an] =«+ %



De méme

.1
var[amy| = 252
On en déduit que
- 1 ) 1
a=amy — — = min X; —

est un estimateur non biaisé€ de «. La variance de cet estimateur est

1
n2p2’

Comme cette variance tend vers 0 lorsque n — oo et que 1’estimateur & est non biaisé, il est convergent.
Comme les bornes du domaine de définition de la densité de X; dépendent de «, il n’existe pas de borne
de Cramér-Rao et donc I’efficacité de o n’a pas de sens.

3) La moyenne de X; est

var[a] =

E[X)] = a + ;.

L’estimateur de « obtenu a I’aide de la méthode des moments appliquée a E'[X;] est

Oézlin—;.

3

Cet estimateur est non biaisé puisque

Ela] 1+1§:E[X] FES oY
al=——=4+— J=—_4+ = at+ =) =a
B n =1 ' n =1 'B
La variance de I’estimateur o est
. var(Xy) 1
var[a] = ———= = —s.
n np

L’estimateur & est donc également convergent mais la vitesse de convergence (de 1’ordre de %) est plus
faible que celle de & (qui est de 1’ordre de %). On préferera donc o a @.



