TD 2 STATISTIQUE - 1HY

Exercice 1

Considérons un probleme de trafic, par exemple 1’arrivée d’appels téléphoniques sur un faisceau de
lignes d’un central téléphonique. On peut admettre que pour un faisceau particulier, le nombre d’arrivée
d’appels pendant ’unité de temps suit une loi de Poisson de parameétre inconnu ¢ > 0. On sait alors
que sous cette hypothese, la durée T' séparant deux arrivées successives d’appels téléphoniques sur ce
faisceau (avec 1’unité de temps précédente) suit une loi exponentielle de parametre 8 soit :

fr(t) = 0e 15 (t).

On désire estimer le parametre # inconnu a 1’aide de 1’observation de n durées ¢;,7 = 1,..., n séparant
des arrivées successives d’appels téléphoniques sur ce faisceau.

1) dans un premier temps, on suppose qu’aucune information a priori n’est disponible sur 6 (a part
0 > 0 bien sur). Déterminer a partir des observations t; 1’estimateur du maximum de vraisemblance de
0 noté é\MV-

2) 11 est connu que pour ’ensemble des faisceaux téléphoniques, le nombre moyen 6 d’arrivées
d’appels téléphoniques pendant I’unité de temps est distribuée suivant une loi exponentielle de parametre
A connu :

g (0) = e M1g1 ().

La densité g(f) représente pour cet exemple la loi a priori sur le parameétre 6. Déterminer a partir des ob-
servations ¢; les estimateurs de la moyenne a posteriori et du maximum a posteriori notés respectivement
Ommse et Ovap- R R

3) Montrer que les estimateurs Oy, OvMse et Ovap sont équivalents lorsque n est grand et interpréter
ce résultat.

Exercice 2. Information binaire

La méme information binaire # € {0, 1} est transmise 2 fois consécutives vers un récepteur a travers
un canal de transmission. Ces 2 informations sont perturbées par un bruit supposé Gaussien centré de
variance o2. Le message recu s’écrit alors z = (z1,20) oll 2; = 0 + ¢;,1 = 1,2 et e; ~ N(0,0?). Le
probléme consiste a retrouver le symbole émis 6 a partir du message recu z = (z1, 22).

1. Déterminer 1’estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre 6.

2. On suppose qu’on dispose d’une information a priori sur les bits “0” et “1” qui se traduit par
P (0) = P (1) = 5. Déterminer I’estimateur du maximum a Posteriori du paramétre §. Représen-

ter dans le plan (z1, z2) les points associés a la décision fyap = O et les points associés a la
décision Oyap = 1.

3. Comment les résultats de la question se modifient-ils lorsque P (0) =pet P (1) =gq=1—p?

4. Que pensez vous de I’estimateur de la moyenne a posteriori du parametre 6 ?



Exercice 3. Loi inverse gamma
On rappelle qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi inverse-gamma, notée X ~ IG(r, A), si et
seulement si elle admet la densité

A" A
fl@ym A) = F(T)x,.lﬂ exp <_x> Ip+(2)

avec r > 0, A > 0 et ol I+ est la fonction indicatrice sur R™. On admettra que si X ~ IG(r, \), alors
Y = % suit une loi gamma de parametres r et \, i.e., Y ~ G(r, \) et que la moyenne et la variance
d’une loi inverse-gamma sont

A A2
E[X] = etvar[X| = —————=.
r—1 (r—1)2(r—2)
On considere un néchantillon z1, ..., ,, constitué de n réalisations de variables aléatoires indépendantes
X1,..., X, de méme loi que X et on supposera dans cet exercice que le parametre r est connu.
1) Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre A est

nr
S A1

k=1 X,
On justifiera que la vraisemblance admet un maximum en ce point.

2) En s’appuyant sur les résultats de 1’addition de variables aléatoires de lois gamma indépendantes,
dire quelle est la loi de

My =

B 1
- Zﬂi
k=1 Xj
Calculer I’espérance et la variance de Ayry. En déduire un estimateur non biaisé de A noté \. L’estimateur
A est-il convergent?

3) Déterminer la borne de Cramér-Rao d’un estimateur non biaisé de A. L’estimateur A\ypy est-il
I’estimateur efficace du parametre A ?

Z

Exercice 4.

Une source d’informations binaire émet des bits 1 et 0 avec les probabilités p et 1 — p. On désire
estimer la probabilité p = P (1) a I’aide de n observations émises par cette source notées x1, ...z, avec
x; € {0,1}. Déterminer un intervalle de confiance du parameétre p avec un coefficient de confiance

n
a = 0.95 construit a partir de I’estimateur p = %z;Xi (on supposera que n est suffisamment grand pour
pouvoir approcher la loi de p par une loi normale en vertu du théoréme de la limite centrale).



Exercice 1
1) La densité de (71, ..., T;,) est

Ft1, o tn;0) = 0" exp (—0 > t,;)
k=1

Maximiser la vraisemblance de t1, ..., t,, revient 8 maximiser son logarithme qui s’écrit
n
I f(tr, o tn;0) =nlnb — 0 ¢
k=1

Mais

3

Oln f(t1,...,t,;0) n
00 0

d’ou n
Omv = ST
> L

2) La loi a posteriori de 6 s’écrit

FQOt1, stn) o [t s tn] 0) (0)

x ey [9 (Hztﬂ

qui est une loi gamma de parametres n + 1et A\ + Y, ; , i.e.,

n
9|t1,...,tnNF (n—{—l,)\—i—Ztl)

k=1

La moyenne de cette loi est

~ n+1
HMMSE =FE[60 Tl, ...,T =
tandis que son mode est
~ n
0 =
MAP = 3 ST,
3) On remarque que
MMSE =
Zha Tt st
et
é\ n 1
MAP =
ZiaTilt gty
Quand n — oo, on sait que
1 1 o
ﬁZTi%E[Ti] = donc > Ty — o0
k=1 k=1

Les estimateurs Oyv, Ovmmse et Ovap sont donc équivalents pour n “grand”.



Exercice 2

1)
f(z1,22;0) =

2mo? P

1 [_ (21— 0)> + (22 — 9)2]

Donc R
Omy = 0si f(z1,20;0) > f(21,22; 1)
c’est-a-dire R
9MV :OSiZ%—FZS < (2’1 —1)2+(22—1)2
c’est-a-dire qu’on décide que le bit transmis est 0 si (z1, 22) est plus proche de (0,0) que de (1,1).
2)

2 2
f(0] 21, 22) x exp [_(21 —0)" +(22-0) ]

202
Comme la loi a priori est uniforme, on a
Omap = Omv
3)

f(0) z1,22) x (1 — p)9p1_9 exp [_ (21 — 9)221_2(32 — 9)2]

donc R
Omap = 0si (0] 21, 22) > f(1]21,22)
c’est-a-dire si
Z% + Z%
202

2 2
pexp [— ] > (1— p)exp [_ (z1 —1) 2j2(22 —1) ]
soit
(21 — 1)2 + (29 — 1)2

202

1
lnp—ﬁ (z%—l—zg) >1In(l —p) —

c’est-a-dire

p

Par exemple, si p = 1/4, on plus de chance d’avoir le bit 1 que le bit 0 et la région de décision est

1—
A+22<(z1 -1+ (22—1)*=20"In <p>

é\MAPZOSi Z%—i—z% < (21 — 1>2+ (2’2 — 1)2 —205%1n3

qui est plus réduite que celle obtenue a la question 2), ce qui est normal.
4) L’estimateur MMSE n’est pas a valeur dans {0, 1} donc il n’est pas adapté a ce probleme.

Exercice 3
1) La vraisemblance de 1’échantillon s’écrit

k=1

k=1 "k

La log-vraisemblance peut donc s’écrire (a une quantité additive pres indépendante de \)
1
In f(z1,...,en; A) = nrin(A) — )\kz_:l e

On en déduit 51 \
nf(z1,...,Tn; ) S0 A< nm“ )
OA > kh=17p




La log-vraisemblance admet donc un maximum global unique pour A = L’estimateur du

_nr
k=1 i
maximum de vraisemblance du parametre A est donc

nr
n 1 -
2 k=1 X;
2) On sait que la somme de n variables aléatoires de lois gamma I'(r, A) suit une loi gamma
I'(>p_q 7k, A) (on pourrait le vérifier en calculant la fonction caractéristique d’une somme de vari-

ables aléatoires indépendantes de loi gamma). D’apres les rappels, Y = X%c suit une loi gamma I'(7, ),
d’ou

Amy =

n

Z XL ~ T'(nr,\).

=1k
On en déduit que
1
Z = —n 1 ~ IG(TLT, )\)
> k=1 Xy
etdonc que E[Z] = 2 etvar[Z] = W L espérance et la variance de Ayy sont donc
2,242
~ nr ~ rA
E[)\ }:7)\& ar[)\ }: .
MV = o — 1 S YA MY (nr —1)2(nr — 2)
On en déduit que
oo 1~ nr—1
= MV = —=n T
nr >kt X%C
est un estimateur non biaisé de \. La variance de cet estimateur \ est
~ 5 22
ar[\| = — 1)*var|Z] = .
varf] = (nr — 1)var(Z) = —~—
L’estimateur \ est donc convergent.
3)Ona
B 0?In f(x1, ..., Tn; N) _nr
02 A
La borne de Cramér-Rao d’un estimateur non biaisé de \ est donc
A2 ~ A2
BCR (A\) = — < var[\| = .
) nr g nr —2

L estimateur A n’est donc pas I’estimateur efficace du parametre .

Exercice 4
Pour n grand, en vertu du théoréeme de la limite centrale, on peut approcher la loi de

1 n
T:H;Xi

par une loi normale de moyenne

et de variance




donc

T —
P N (0,1)
/p(1—p)
n
On en déduit avec les tables de la loi normale

P||——| > 1.96| =0.05

T—p

/p(1—p)

T—p
p(1-p)

Donc on a

P||——| < 1.96| =0.95

INE

L’intervalle de confiance est donc défini par

T'—p
p(1—p)

n

<1.96

11 suffit de résoudre cette inégalité en fonction de p pour voir I’intervalle de confiance désiré.



