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Examen Mercredi 14 Janvier 2009

| Exercice 1 : Estimation‘

Partie 1 : variance ¢° connue

1) La vraisemblance de (y1, ..., y,) est définie par

Ly, yn;a) = Hf(yz'; a),

On a alors .
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lnL(yla cooy Un; a) - _5 In (271—0- ) - ﬁ ; (yz — CLCU@) .

Oln L(z1,...,xn;\)

En étudiant le signe de 5

, on obtient :

alnL(:gla 7yn7a)

% > O@%I;yﬂi—a;x?] >0,

D i Yii
Z?:l IZZ

n . . N
La vraisemblance possede donc un maximum global unique obtenu pour a = Z+W? d’ou
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2) Le biais de I'estimateur ayry est défini par
Biais(an):E [EL\M\/] — a,

avec




L’estimateur ayry est donc un estimateur non biaisé de a.

3) La borne de Cramer-Rao pour les estimateurs non biaisés du parametre a est définie par
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BCR(a) =
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tandis que la variance de I'estimateur ayry est

var [EL\M\/]

=1
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— - Z zivar (Y;),
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L’estimateur aypy est done Pestimateur efficace de a.
4) En vertu de I'indépendance entre les variables aléatoires ey, ..., e,, le vecteur (y,
vecteur Gaussien. Donc par transformation affine d’'un vecteur Gaussien, ayy est

, . 2
aléatoire normale N (a, IIZT) On a alors

MV N(0,1).

On a alors

o = [ gzen(-5)m
= 1-2G(u).

Si on se fixe

a=P
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u=0=G ( 5 )

on a

ey Yn) €St un
une variable

Un intervalle de confiance pour ayap avec le coefficient de confiance « est donc défini par




c’est-a-dire
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L’intervalle de confiance pour le parametre a avec un degré de confiance « est donc
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5) La loi a posteriori de a|ys, ..., y, est définie par

et finalement

1 — 1
f(a| Y1, ---7yn) X exp [—@ - (yi — aIi)2] €xp l_272 (a - ma)Q] )
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qui est loi normale N (i1, v?). Le calcul de p et de v? a été fait en cours. En identifiant les coefficients
de a? et de a, on obtient
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L’estimateur MAP est la valeur qui maximise cette loi a posteriori, d’ou

~ ||| o2 1 < o
aMAP = 5 3 ZY;%‘ TN,
[z]|" o2 + o2 \ |lz]” = 2] o7 + o

On voit que cet estimateur est une combinaison linéaire de ayy et de la moyenne de la loi a priori
mg. De plus

e quand 62 — 0, on a
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ce qui montre que ayap se comporte comme la moyenne de la loi a posteriori m, (la loi a
priori est treés informative et donc on lui fait confiance),
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e quand 02 — oo, on a
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ce qui montre que ayap se comporte comme ayry (la loi a priori est trés peu informative et
donc on fait confiance aux données).

Partie 2 : variance ¢? inconnue
1) L’estimateur du maximum de vraisemblance du vecteur § = (a,c?) s’obtient en annulant les
dérivées partielles de la vraisemblance par rapport & a et o2. On obtient alors

Oln L(y1, ..., Yn; @)

= 0:}@: —_—,
da [l
Oln L(yy, ..., Yn; @) n 1 1 — 9
902 = O:>_§ﬁ+ﬁ2(yi_@xi) =0,

d’ou

On en conclut que I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 = (a, 02) est Oyy = <6MV, O'QM\/>
avec

~ _ > i Yiw
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2) On sait que

Il reste donc & déterminer £ [O’sz} comme suit

~ 1 <& R
E [O'QMV] = n ;E [(Yz - aMVfL'i)Q} .

Mais
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d’ou
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On en déduit qu'un estimateur non biaisé de o2 est
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3) Pour déterminer les variances minimales d’estimateurs non biaisés de a et 2, il faut déterminer
I'inverse de la matrice d’information de Fisher

E -821nL E 9%2InL

Oa? Oado?
92InL 2InL
E | 0ado? E 8(0-2)2

dont les termes se calculent comme suit

&I L] 1. L] m1 e,
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La matrice d’information de Fisher est donc diagonale et s’écrit
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On en déduit les inégalités
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var [a] > 5 et var |o2| > —.
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Exercice 2 : Test de Neyman-Pearson

1) Le test de Neyman-Pearson est défini par

. . L(l’l,...,l’n,el)
Rejet de H, > S,.
cIet € Ho st L(zy,...,20;6p)
Mais
Ly wznit) o @ro) " exp [-gm S i —ae)’]
Ly, ..., 203 00) ¢ (2m02) " exp [—5= >y (yi — aot;)” v

Pour a; > ag, on en déduit le test équivalent
n
Rejet de Hysi T, =Y Yiz; > K.
i=1

La statistique du test de Neyman-Pearson est donc

i=1

La région critique de ce test est définie par
{y € R"| inYi > Ka} )
i=1
2) Le risque de premiere espece « est défini par

a = P |[Rejeter Hy | Hy vraie],
= P[T,> K, |a=ap.
Puisque les variables aléatoires Y;,i = 1,...,n sont indépendantes, le vecteur (Y7,...,Y},) est un
vecteur Gaussien et donc dans la mesure ou = = (x1,...,x,) est non nul, la transformation affine

Yo, z;Y; est distribuée suivant une loi normale. La moyenne et la variance de cettte loi normale
sont

BS av| = 3 wtom) = alll?,
=1

Li=1 ]
[ n ] n

var Z:ciY; = o? (Z xf) = o2 ||z|]?.
Li=1 | i=1
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On en déduit
a = P[T,>K,|a=ag,
P[T,> Kq | T~ N (ao||2]* 0% |12]%)]

Lmaolel | Kaaolel

De la méme fagon

S = P[Rejeter Hy | Hy vraie],
— PIT,<FK.|a=al,
= 1-P[T,>K,|a=ai,
= 1-P[T,> K, | T, ~ N (a1 [|z]|*, 0* ||=[|*)] ,

2
- 1_-C Ko —a||z||” ‘
o ||zl

3) Les courbes caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) expriment la puissance
du test m =1 — 3 en fonction de . Dans le cas présent, on a

Ka — Qg H$”2 _ G_l(a).

o ||z

Donc
Ko =o||z|| G () + ao ||z

En remplacant cette valeur de K, dans I’expression de la puissance, on obtient

oo Bl
7Tl
=1

- G {G_l(a) — (a1 — ao)—] .

x
o
On voit donc que la performance du test dépend de la quantité

(a1 — ao)m.

En particulier, plus ||z|| est grand, plus la puissance du test est élevée.



Exercice 3 : Tests d’ajustement

1) La variable aléatoire U; définie par

U, — Y, —ax;

3 o .
est clairement distribuée suivant une loi normale N (0, 1). Pour effectuer le test du x?, il faut tout
d’abord déterminer les quatre classes équiprobables. En vertu de la symétrie de la loi normale, ces
classes sont nécessairement de la forme

Ch |—o0, —b[,
Cy : [=b,0],
Cs : 10,0,

Cy @ [b,oo].

On peut déterminer b de la fagon suivante

> 1 u? 1
/b \/%exp (—?) du=G(b) = 7

o))

Ensuite, on détermine les nombres d’observation u, ..., u,, appartenant a chaque classe notés Ny, ..., Ny.
On calcule ensuite la statistique de test

d’ou

- S A -2

=1

On sait que ¢ est distribuée suivant une loi du x% _; sous '’hypotheése Hy, oit K = 4 est le nombre
classes. On rejette donc 'hypothese Hy si

O > 54,
avec

a = P |[Rejeter Hy | Hy vraie],
= P[¢>sa|¢wxg}.

Si g,,(u) est la densité d’une loi du x2, on pose
/ gn(uw)du = G, (z),

et on obtient
a=G3(5,) = 80 =G5 ().



2) Si Z; est la variable aléatoire définie par

on a
pi = P[Zz:1|H0 Vraie],

- o[

Z;

> 2a

Z - 1si|&
0 sinon

> 2a

A
[

Y ~ N(aofvi, 02)1 )

= P[|Yi] > 2a0zi] Vi ~ N(agz;, 0%)]
= PY; > 2apz| Y; ~ N(Cloilfi,02)]
+P [1/; < _2a0xi| }/7, ~ N(aofl‘i,UQ)] )

- P lUi _ Yz ool ~N(0,1)1
g g
4P {Ui _Yi—aor  Z3aon N0, 1)1 ,
g ag
aogx; 3@01’,’
_ G( >+G( )
g g

La moyenne et la variance de la variable aléatoire Z = " | Z; sont alors définies par

mz = E[Z] = Zpi,
i=1

oy = var[Z]

Le risque « associé a la stratégie

Rejet de Hy si Z > Sy

se détermine comme suit

a = P[Z>1—TE)‘H0 Vraie},

= Zpi%-
=1
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= P{U:Z_mz>1%
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