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| Exercice 1 : Estimation|

On considere n variables aléatoires X7, ..., X,, indépendantes suivant la méme loi de densité
T x? I
f(:(:,a ) = Fexp ~53| vt (x)
avec o > 0 et ou Ig+ (z) est la fonction indicatrice sur RT (Ig+ () = 1si x € RT et Ig+ () =0 si

z ¢ RT). Cette loi est appelée loi de Rayleigh et on utilisera la notation habituelle X}, ~ R (0?).
On admettra que les premiers moments deles résultats suivants

E[Xy] = a\/g,E (X7 =20 E[X}] = (3\/2) o et B [X;] =80,

Estimateur du Maximum de Vraisemblance
1) La vraisemblance de (1, ...,x,) est définie par

L(xy,...,zp;0) = Hf(:ci;ﬁ),
i=1

- ljew [—%] e (22),

On a alors

n 1 n
In L(xy,...,2,;0) = —nInf + Zln (x;) — 20 fo
i=1 i=1

En étudiant le signe de W, on obtient :
Oln L(xy,...,z,;0) -n I «—
a6 = TREETE z_;x =0
1«
“— < — x5
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i=1

" 2?2 dou

La vraisemblance possede donc un maximum global unique obtenu pour 0 = 2l Yo
n i= )

~ 1 <&
Doy = — S X2,
=5 ; ;
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2) La moyenne de 'estimateur é\MV est

Elaw] = 5 S E[X]

- 1 i
var [HMV} = 4—n2var [Z Xf] ,

L’estimateur «/9\MV est un estimateur non biaisé de 0 tel que

lim var [«/9\1\/[\/} =0

n—oo

donc 'estimateur é\MV est convergent.
3) La borne de Cramer-Rao pour les estimateurs non biaisés du parametre 6 est définie par

1
BCR(9) = o) 0
002
i -1
O |-n 1 <
7 |7 "o ” |

— n _1
2 X?]
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Puisque an est un estimateur non biaisé de 6 et que var [HAMV} =BCR(0), l'estimateur é\MV est
I'estimateur efficace de 6.



Estimation Bayésienne
On suppose désormais qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre 6 résumée dans
la loi inverse-gamma IG (a, #) de densité

1O = fgm e (5 ) e ©

1) La loi a posteriori de 0| x1, ..., z,, s’écrit

f(0lxy,...,x,) o< f(xq,..., xnw

« Loxp [ ] o (=) e 0

X ﬁexp{ —[%ZSL’ +ﬁ }I]R+()

Cette densité est la densité d’une loi inverse-gamma,

1 n
Ol z1,...,xy ~ IG (n%—a,gZI?ﬂLﬁ)

i=1

2) L’estimateur du maximum a posteriori du parametre € noté OAMAP est obtenu en maximisant le
logarithme de la loi a posteriori f (0] x1, ..., z,). Mais

In[f(0|z1,...,2,)] =C —(n+a+1) 1n9——[ Z:L“ + 4

d’ou

Oln[f (0] xq,...,z,)] S - n+a+1
a0 -

>0

Zx + 06
Zx + 0

La loi a posteriori f (0| z1, ..., z,) possede donc un unique maximum global, d’ou

E:X2+6

= < —
n+a+1

0 —
MAP = n+a+1

On peut exprimer ‘/9\1\/1 Ap en fonction de HMV puisque

~ 1 1 — B
0 = __E X242
MAP 1—1——0‘;“1 [2n — it n
__1 3 p
IR TEE SR

L’estimateur fyap se comporte donc fyry comme lorsque n — oo. Lorsqu’on a beaucoup d’observations,
on fait confiance a ces observations et donc 'effet de la loi a priori est négligeable.



Méthode des Moments
1) La moyenne d’une loi de Rayleigh est

BIX]=0y/5
donc 5
0=o0"= — (B (X2

L’estimateur des moments résultant de cette derniere égalité est
2 |1 ¢ :
2) La moyenne de 'estimateur Oy est

Eln| = —F

= — [nE [X7] + (n® —n) B[X]?]
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s
B 4-'-71'(71—1)9
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On en déduit un estimateur non-biaisé du parametre 0

~ ™ ~ 2
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Exercice 2 : Test de Neyman-Pearson

1) Le test de Neyman-Pearson est défini par

L(SL’l, vy Ty 91) >

Rejet de Hy si Ka-
AT T, s 00)
Mais
H’.”:J T; exp [_L Zn 1‘2]
L(zq,...,zp;01) or 200 £i=l
L( ) T | ” e
L1y .ey T Vo 16711 - €xXp |:_2_490 Zz:l x12:|

1

Pour 6, > 6y, on a %

— 9—11 > ( et donc on en déduit le test équivalent

Rejet de Hj si ZXZQ > Sq.

i=1

1

Pour 6, < 6y, on a %

— 0—11 < 0 et donc le test s’écrit

Rejet de Hj si z:XZ2 < Sq.

i=1

La statistique du test de Neyman-Pearson est donc

Tn:jlef.

La région critique de ce test est définie par

o 81(91>(90
{:CGR" Zx?>sa}.
i=1
° 81(91<(90
{xER" Zx?<sa}.
i=1

2) Le changement de variables Yy = %‘i est bijectif de R dans R*. De plus

2
x
k

Y = o2 > Tk = 0/ Yk



Le Jacobien de la transformation est donc

dxy, o

T dye 2k

J

La densité de Y}, est donc

9(yr) = U(\T/Qy_k exp (—%> QL\/%IW (Y)

soit

9(yk) = %GXP (—%) I+ (yk)

2
On en déduit que Y, = % suit une loi du x3 a deux degrés de liberté. La fonction caractéristique

de % est

o) = B[]

— E ﬁ eiqu]

o(u) = [[ow(w

k=1
B 1
(1 —2iw)"

On en déduit que % suit une loi du khi-deux a 2n degrés de liberté
Tn 2
; ~ Xon

3) Le risque de premiére espece «v est défini par

a = P |[Rejeter Hy | Hy vraie],

0290])

= P ZN:X,?MQ

L i=1

nooy2
= 2 2 2 ™~ Xon |
% 90l 90

Sa
= O (a—a)-



De la méme facon

f = P|[Rejeter Hy | Hy vraie],

= P fogsaezell,
i=1
Ty Sol o= X?
= 1-P|=%>= Lo~oxs
0'% U%;O‘% X2n]7

- 1—G2n(%)
1

4) Les courbes caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) expriment la puissance
du test m = 1 — 3 en fonction de . Dans le cas présent, on a

Sa
T = G —5 />
01

2
~ Gur | B30

01

On voit donc que la performance du test dépend des variances o3 et o7 uniquement via la quantité
2

% (la puissance dépend aussi de a bien entendu). Si on fixe o et le risque a, plus o? est grand,
1

2
plus %% est petit et donc plus la puissance du test est grande.
1



Exercice 3 : Test d’ajustement

1) Nous allons effectuer un test du x? construit a partir des 6 classes suivantes
¢ = {1}7 Cy = {2}703 = {3}704 = {4}705 = {5}7 Co = {6}
Les deux hypotheses sont définies par

Hy : le dé est non truqué

H, : le dé est truqué

L’hypothese Hy est caractérisée par
1 .
}D(C%) =Di = 6, Vi = 1,n,6

tandis que pour '’hypothese H, au moins une des probabilités p; est différente de é. La statistique
du test du y? est

¢ = Z (Ni _npi)

nn;
i1 Di
6

- ()

1
= 2—0[4+4+4+1+0+9]

22
—=1.1
20
La régle de décision du test du y? est
Rejet de I'hypothese Hy si ¢ > s,,

avec

a = P |[Rejeter Hy | Hy vraie],
= P[¢ > sa | Hp vraie].
- P[¢>Sa‘¢wxg}'

On sait que ¢ est distribuée suivant une loi du x% _, sous 'hypothese Hy, ot K = 6 est le nombre
de classes. Si g,(u) est la densité d’une loi du x2, on pose

/ " gu(u)du = Go(2),

et on obtient
a=G3(5,) = 54 =G5 ().



Pour o = 0.05, les tables de la loi du x# donnent
5q = 11.071

On observe que
¢ < S0.05

et donc on accepte I’hypothese que le dé est parfait avec le risque a = 0.05.
2) L’application du théoreme de la limite centrale donne

1N - .
n Zi:l Xl E[Xl] ﬁ) N(O, 1)
var [X;| /n  noee

Pour n grand, on peut donc approcher la loi de % >, X; par la loi normale

N (E[XZ-],M)

n

Pour une loi uniforme sur l’ensemble {1, ...,6} (ce qui correspond & I’hypothese Hy), on a

EBlXi] = 6 3

var[X;] = E[X}] - E[X,)]

1+..+6 7
2

_12+...+62_§_§_V2
N 6 4 21
donc . -
:ZZilei_§
v/\/n

ou =~ signifie asymptotiquement distribué. On en déduit

U, ~ N(0,1)

a = P [Rejeter Hy | Hy vraie],

2
1 7

= P|(=3Xi— 2| > sa| Hovraie| ,
(n 2 2) So | Ho vraie

r 2
v :

= P|—U?>s, | Hy vrale},
n

[ n
= P[U2> Zpsa | U~

- o (2

_ VA
S = nGl ().

On en déduit



