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Exercice 1

Enoncé
On considere n variables aléatoires X7, ..., X,, indépendantes suivant la méme loi de densité

f(z;0) = er_ll[o,l] (x)

avec 6 > 0 et ol g 1) () est la fonction indicatrice sur [0, 1] (Ijp1) (z) =1siz € [0,1] et Jg 3 () =0
stz ¢ [0,1]).

1) Montrer que la vraisemblance de (z1, ..., ;) admet un unique maximum global pour une valeur
de 6 que I'on déterminera. En déduire I'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre ¢
noté Oyrv.

2) Déterminer la loi de Y; = — In X;. En déduire la fonction caractéristique de Y; et montrer que la

variable aléatoire . .
2=y v=-Ynx
i=1 i=1

suit une loi gamma de parametres 6 et n, ce que 'on notera Z ~ I'(6,n).

3) Déterminer l'estimateur du maximum du parametre a = % construit a partir des variables
aléatoires X; noté ayry (on pourra utiliser la propriété d’invariance fonctionnelle). Déterminer la
moyenne et la variance de ayry. En déduire que l'estimateur aypy est un estimateur sans biais et
convergent du parametre a.

4) Déterminer la borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parametre a. L’estimateur
any est-il Pestimateur efficace du parameétre a 7 R

5) Déterminer E [X;] en fonction de #. En déduire un estimateur de 6 noté 6y en utilisant la
méthode des moments.

6) On suppose désormais qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre 6 résumée dans

la loi gamma I" (o, 5) de densité
/BCM
I (@)

e Montrer que la loi a posteriori de 6| 1, ..., x,, est aussi une loi inverse-gamma dont on précisera
les parametres.

f(0]a, 5) = 6%~ exp (—50) In+ (0)

e Déterminer 'estimateur du maximum a posteriori du parametre 6 noté fyap.

e Expliquer le comportement de 51\/1 ap lorsque n — oo.



Réponses
1) La vraisemblance de (1, ...,x,) est définie par

L(xy,...,zp;0) = Hf(:ci;é’),

H [01’?71][071} (l’z)} s

1=1

— (9” H .’,Ufil H I[O,l] («Tz) .
=1 =1

On a alors .
In L(zq,...,2,;0) =nlnf + Z (0 —1)Inaz;.
i=1
En étudiant le signe de W, on obtient :
Oln L(xy,...,z,;0) N —
> — Inz; >0,
2 > <= 0 +; nx; >
n

= < —-
T i I

On remarquera que puisque x; appartient a Uintervalle |0, 1[, on a —In (z;) > 0. La vraisemblance

possede donc un maximum global unique obtenu pour
n

f= ——0

—2ilnw;

d’ou
Go___n___
- D In Xy

2) On effectue le changement de variables
Y;‘ = —lIlXZ = Xz = exp (—Y;)

qui est bijectif de |0, 1] dans ]0, co[. La densité de Y; s’écrit
g(yi) = Ofexd (=) lexp (=9l fooof (1)
= Gexp (—0y;) [ooof (¥i) -

On reconnait une loi gamma I" (6, 1) dont la fonction caractéristique est (voir tables)

On en déduit la fonction caractéristique de Z (puisque les variables aléatoires Y; sont indépendantes)

pz(t) = ﬁ

2



qui est la fonction caractéristique d’une loi gamma I'(0,n), d’ou
Z ~T(0,n).

3) En utilisant la propriété d’invariance fonctionnelle, on a directement

amv =

La moyenne de I'estimateur ayy est
1 n 1
Elayy| =—-FE[Z]=— =-.
(v n 1] ng 0

On en déduit que ayry est donc un estimateur non biaisé de a = %. La variance de 'estimateur ayry
est

var [igy] = %Var 7]
B 1n
 n26?

1 a®
T on2 n

L’estimateur aypy est un estimateur non biaisé de a = % tel que

lim var [ayy] = 0

n—oo

donc l'estimateur aypy est convergent.
4) La borne de Cramer-Rao pour un estimateur non biaisé du parameétre a = % est définie par

—1

Oln L(X1,...,.Xn;a)
b |t

BCR (a) =

Mais

InL(z1,...,2,;0) = nln@—i—Z(@—l)lnxi

1=1

" /1
= —nlna++§ (——1)111513@'
a
i=1



donc

BCR(a) = —-F |+

Puisque apy est un estimateur non biaisé de a et que var[ayy] = BCR(a), lestimateur ayy est
I'estimateur efficace de a.
5) La moyenne de X; est

1
9 r=1 9
o= 0 = — 0+1 = —
EX] /0 02" dx 9+1[x LE:O 1
d’ou
B [X;]
) = ————
1 - E[X]]

On en déduit 'estimateur des moments noté é\M défini par

X

~ 1 <&
O = e avecX:g;Xi.

5) On suppose désormais qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre  résumée dans
la loi gamma I" (o, B) de densité

af o
Wﬁﬁ exp (—af) I+ (0)

e La loi a posteriori de 0|z, ..., z, s'écrit

f(é’\a,ﬁ) =

f(0lxy,...,xn) o< f(x1,...,2,]0) f(O)
x 6" (H x?1> 07! exp (—ab) In+ (0)

1=1

o 0" exp {—6’ a— Zln XZ-] } Ir+ (0)
L i=1
{—9 at Y }IW (0)
L =t

x 0" lexp




Cette densité est la densité d’une loi gamma

0|£)§1,...,l’nNF (CM‘FZK;n‘l‘B)

=1

e [’estimateur du maximum a posteriori du parametre 6 noté 51\/1 AP €st obtenu en maximisant
le logarithme de la loi a posteriori f (0|, ..., z,). Mais

In[f(0|z1,...,2,)]=C+(n+p—1)Infd — 0 <Oz+iYi>

i=1

d’ou

La loi a posteriori f (0| z1, ..., z,) possede donc un unique maximum global, d’ou

n+p0—1

G = L
MAP O{‘I—Z?:l}/;

e On peut exprimer OAM Ap en fonction de OAMV puisque

6)MAP — n

3IR| — 31

L’estimateur fyap se comporte donc comme fyy lorsque n — oo. Lorsqu’on a beaucoup
d’observations, on fait confiance a ces observations et donc l'effet de la loi a priori est
négligeable.



Exercice 2

Enoncé
Comme dans 'exercice précédent, on considere n variables aléatoires X, ..., X,, indépendantes
suivant la méme loi de densité

f(z;0) = 91‘971][0,1] (x)

avec # > 0 et on désire effectuer le test d’hypotheses

avec 0, > 6.
1) Déterminer la statistique du test de Neyman-Pearson notée T), (qui ne dépend que des variables
aléatoires X7, ..., X,,) et donner la région critique de ce test. Ce résultat est-il cohérent avec le fait
que la moyenne de Y; = —In X; est
1
ElY;] ==
Vi =4
2) On rappelle que

zn:Y; = —zn:lnXi

i=1 i=1
suit une loi gamma de parametres 0 et n.

e Déterminer la densité de la variable aléatoire U = 6_T1Fn et montrer que cette densité dépend
de n mais est indépendante de #. On notera H,(u) la fonction de répartition associée a la
variable aléatoire U,,.

e Exprimer les risques de premiere et de seconde espece a et 3 en fonction du seuil du test de
Neyman Pearson noté S,, des parametres 0, et 0; et de la fonction H,.

e En déduire I'expression analytique des courbes COR de ce détecteur. Représenter la forme
approximative de ces courbes COR pour différentes valeurs des parametres 0y et 6.

3) Avant de tester la valeur du parameétre 6, on se propose de vérifier si les données x; suivant la
loi de densité f (z;0) (donnée ci-dessus) a 'aide du test de Kolmogorov.

e Déterminer la fonction de répartition associée a la loi de densité f (x;6) et représenter la
graphiquement.

e Donner le principe du test de Kolmogorov en précisant a) la statistique de test (fonction des
observations z;), b) la régle de décision, ¢) comment calculer le seuil du test a I’aide de la loi
(asymptotique) de Kolmogorov.



Réponses
1) Le test de Neyman-Pearson est défini par

. . L(.flfl,...,.flfn;el)
Rejet de H, > k.
€Jet de Lo st L(zq, ..., z0;6p)
Mais
L(xl, vy Ty (91) k ‘9? H?:l xfl_l H?:l I[O,I] ('TZ)
: o poy Oo—1 11 > kom
L(xq, ..., 3 00) 0 Hi:1 z;° Hi:l 1[0,1] (xl)

& (i—1-06+1)) Ina; >k,

=1

& (o—01)> yi>ka

i=1
Puisque 61 > 6y, on en déduit le test équivalent
n
Rejet de Hy si Zyl < Sq.
i=1

La statistique du test de Neyman-Pearson est donc

Tn:i}ﬁ-.

La région critique de ce test est définie par

{yER”

Puisque F'[Y;] = %, la moyenne de Y; sous I’hypothese Hy est plus grande que la moyenne de Y;
sous I’hypothese H;. C’est ce que dit le test de Neyman-Pearson : “lorsque la moyenne % o Yi
est petite (i.e., inférieure & s,), on accepte ’hypothese Hj.

2) Comme rappelé dans I’énoncé

iyi<5a}-

i=1

Tn:i}gwr(e,n)

=1

e Laloide U, = ﬁ s’obtient a I'aide d’un simple changement de variables. Le Jacobien de la

transformation est donc
Cdt,  —1

T du,  0u?

Comme la densité d’une loi gamma I' (6, n) s’écrit

J

n

[ (n)

exp (—0t) t" g+ (t)

gn (t) =



et que le changement de variables U,, = -+ est bijectif de RT dans R, la densité de U, est

. 0Ty
définie par

—1

fu?

o" 1 1
ho(u) = T (n) exp <—5) g ign1 Ir+ (u)
1

= e (—%) e (1)

qui est bien une densité indépendante de 6.

e Le risque de premiere espece o est défini par

a = P |[Rejeter Hy | Hy vraie]

(9:90]

:13§:n<%
= P[Tn<5a|0:00]

L i=1

[ 1

= P_eUn < Sq (9:(90:|
[ 1

= P|U,> v U,, suit la loi indépendante de # définie ci-dessus
L 09«

1
= 1-H, )
(90504)

De la méme facon

B = P[Rejeter Hy | Hy vraie]

:1)§:mz%9=&]
=1

_pl Lo lazy
- gu, = S|V T

1
- (7).

e Les courbes caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) expriment la puis-
sance du test m = 1 — 3 en fonction de o. Dans le cas présent, on a

1
=1 _Hn )
" (015a>

::1-&{@H*u—@}

6, "

On voit donc que la performance du test dépend du rapport des parametres %3 (la puissance

dépend aussi de « bien entendu). Si on fixe 0y et le risque «, plus 6; est grand, plus z—!i est
petit et donc plus la puissance du test est grande.



3) Test de Kolmogorov
e La fonction de répartition associée a la densité
f(z;0) = (9.’,5‘071][071] (x)

est

F(z) = /1’ f(u;0)du
0

siz <0
= Jo 0u’~tdu = 2 si x € [0,1]
Isiz>1

e La statistique du test de Kolmogorov est

K, = sup|F(z) —F\n(x)’

z€R
= sup {max (E7,Ef)}
i=1,....,n
avec
_ 1—1
E- = F(x;)— g
Ef = F(w) -~

La regle de décision est

Rejet de I’hypothese Hj si K,, > k,

ol S, est un seuil dépendant du risque de premiere espece a. En effet

a = P|[Rejeter Hy | Hy vraie]
= P[K, >k, | Hy vraie]
~ 1—G,(ka)

ou G, est la fonction de répartition de la loi de Kolmogorov. On en déduit

ko =GH(1—a).



