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Exercice 1 : Estimation

On considere n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes suivant la m&me loi continue de densité

1-0si —1<z2<0
p(z;0) =< 0+%si0<z<1
0 sinon

avecGE]— ,%[

1. Montrer que la vraisemblance des observations z1, ..., £, s écrit

1\
p(x1,y .y 0) = (2 — ¢9> (0—|— 2>

ol y,, est le nombre d’observations x; vérifiant x; > 0. Montrer que cette vraisemblance admet un
unique maximum global pour une valeur de € que 1’on déterminera. On définit la variable aléatoire
associée Y,, comme suit

N[

Y, =card{i € {1,...,n}|X; > 0}.

ol card{ A} est le nombre d’éléments de I’ensemble A. Exprimer I’estimateur du maximum de
vraisemblance de 0 noté én en fonction de n et Y,.

Réponse : puisque les variables aléatoires X; sont indépendantes, la la vraisemblance des obser-
vations x1, ..., T, est

n 1 Ti_1,01(wi) 1 Tio,1(wi) 1 n—yn 1\ ¥
B X S R R
=1

Le sens de variation de la vraisemblance en fonction des valeurs de 8 s’ obtient en étudiant I’inégalité

Olnp(ay, ... 2nib) Yo N Yn ‘
a0 - 0+5  3—0 “n 2
La vraisemblance admet un maximum global unique. L’estimateur du maximum de vraisemblance
du parametre 6 est donc

2. Montrer que Y, suit une loi binomiale 5(n, p) avec p = % + 6. En déduire que 0,, est un estimateur
sans biais et convergent du parametre 6.
Réponse : Y, est le nombre de variables aléatoires X; qui sont positives. Si le fait d’avoir X; > 0
est un succes et le fait d’avoir X; < 0 estun échec, Y,, est le nombre de succes parmi n expériences.
Donc Y, suit une loi binomiale B(n, p) ou p est la probabilité du succes sur une expérience, i.e.,

1 1 1 1
p:P[XiZO]:/p(:E;H)dx:/ <0+>dx:0+.
0 0 2 2

On a donc E[Y,] = np et Var[Y,,] = np(1 — p). On en déduit

A 1

p—



L estimateur 6,, est donc un estimateur non biaisé de 6. De plus

X 1 1— g2
Var[f,| = — Var[Y,] = r(1—p) =4 .
n n n

Comme 1’estimateur 6,, est un estimateur non biaisé de 6 et que sa variance tend vers 0 lorsque n
tend vers oo, I’estimateur 6,, est convergent.

3. Déterminer la borne de Cramer-Rao d’un estimateur non biaisé de 6. L’ estimateur én est-il
I’estimateur efficace du parametre 6 ?
Réponse : on a

O Inp(x, ..., w5 0) Yn n—yn
w6+ G
d’ou
> _321np(X1,...,Xn;0) __np n n-mp _ n_
o [RETRNTR S

La borne de Cramer-Rao d’un estimateur non biaisé de 8 est donc

1_p2
BCR(9) = 4T = Var[Yy,].

L’estimateur Y, est donc I’estimateur efficace du parametre 6.

4. On désire maintenant estimer le parametre a = 0 + % €0, 1].

e Quel est I’estimateur des moments du parametre a noté a,, construit a partir de E[X;] ?
Réponse : on a

0 1 1 1 1

1

et donc

L’estimateur des moments du paramétre a construit a partir de E[X;] est donc
I 1
1=

o Quel est I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre a noté a,, ?
Réponse : en utilisant le principe d’invariance fonctionnelle, on obtient directement
A A 1 Yn
Gp =0, +=-=—.
2 n
e On suppose qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre a résumée dans la loi

beta de densité 1( )B .
a® (1 —a)’
p(a) = B(Oé,,B) :Z.}O,l[(a)

ol Zjg 1(a) est la fonction indicatrice sur I'intervalle |0, 1] et ol B(«, 3) est la fonction beta
dont I’expression n’est pas importante pour cet exercice. Montrer que la loi a posteriori
de a|z1, ..., , est une loi beta dont on précisera les paramétres. Quel est I’estimateur du
maximum a posteriori du parametre a noté a;, ?

Réponse : 1aloi a posteriori de a est telle que

plalzy, ..., xn) < p(x1, ..., zn|a)p(a).



En remplagant 6 par a — % dans I’expression précédente de la vraisemblance, on obtient
p(x1, .y xpla) = (1 —a)" ¥ a¥m.

On en déduit
plalz1, ..., ,) o (1 —a)" ¥t a1 g 4 (a).

On reconnait une loi beta de parametres y,, + o et n — y,, + 5. Le maximum de cette loi a
posteriori vérifie

dlnp(alzy, ..., zn) 0o —n+yn—6+1+yn+a—1 0o am .
da 1—a a n+a+p5—2

L’estimateur du maximum a posteriori du parameétre a est donc

Yo+a—1

MAP = T et B2

Exercice 2: Tests Statistiques

Comme dans I’exercice précédent, on considere n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes suivant
la méme loi continue de densité

%—9 si —1<x<0
pz;0) =4 0+1si0<a<l1
0 sinon

avec 0 € ] —%, % [ Dans un premier temps, on cherche a effectuer le test d’hypotheses simples

avec 61 > 0.

1. Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est Y,, = card{i € {1,...,n}|X; > 0} et
déterminer la région critique du test. Commenter la forme de ce test a I’aide de 1’expression de la
densité p(x; 6).

Réponse : le test de Neyman Pearson est défini par

0
Rejet de Hy si p—(z1, 1)

> S,
p(x1, ...y xn|00)

ou S, est un seuil dépendant du risque de premiere espéce «. Mais

(1 + 01)Y"(1 — Hl)n_Y" 14+6:1—6
> S, & (15 00) 7 (1 = o)V > S, < Y, |ln e > K,.

p(x1, ..., y|01)
p(z1, ..., Tn|60)

Puisque 67 > 6y, on a iigé > 1et tzg) > 1. En conséquence, le test de Neyman Pearson peut
s’écrire

Rejet de Hy si Y, > g
ou i, est un autre seuil dépendant du risque de premicre espece . Le test consiste donc a rejeter
I’hypothese Hj lorsque le nombre de données positives est “grand”. Mais la probabilité d’avoir une

donnée positive est 6 + % Comme 6; > 6y, I’hypotheése Hy correspond a 6 “petit” et ’hypothese
H; correspond a § “grand” . La régle de décision est donc logique.



2. Enremarquant que Y,, = Z;;l Zi,ou Z; est une variable aléatoire binaire telle que Z; = 1si X; >
Oet Z; = 0si X; < 0, donner la loi approchée de Y,, pour n “grand” découlant de 1’application
du théoréme de la limite centrale. On supposera que cette approximation est suffisamment précise
pour étre utilisée dans la suite de ce exercice.

Réponse : puisque les variables aléatoires X; sont indépendantes et identiquement distribuées, il
en est de méme pour les variables aléatoires Z;. On peut donc appliquer le théoréeme de la limite
centrale a la variable aléatoire Y,, = Z?Zl Z;. On obtient alors
Y, — E[Yn] _ Y, — np £> N(O, 1)
\/ VarlY,] V/Npq oo

avec p = P[X; > 0] =0 + % etg=1—-p= % — 6. Pour n “grand”, on peut donc approcher la
loi de Y}, par une loi normale

N (np, npg) —J\/<n <9+;> n (jl —92>> .

3. En utilisant la loi approchée déterminée a la question précédente, exprimer les risques de premiere
et seconde espece « et 5 en fonction du seuil déterminant la région critique du test, des parameétres

n, Oy et 61, et de la fonction ¢(z) = f;oo \/%7 exp (—%) du.
Réponse : Les risques « et (3 sont définis pas

a = P[Rejeter Hy|Hy vraie|, [ = P[Rejeter Hi|H; vraie].

On en déduit

Y, — - _
a=P[Yn>ua|ezeo]=P[” -0 fo npo]: [unm]

V/1Poqo V/1Poqo \/1Poqo

avecp0:0o+%etq0:1—p0:%—00.Deméme

BZP[Yn<ua|9=91]:P[Y”_npl <’”‘°‘_”p1} 1 [/M_”Pl}

V/P14q1 Vv 1P1q1 Vv 1P1q1

avecp1:01+%etq1:1—p1:%—01.

4. Déterminer les courbes COR et analyser leur comportement en fonction de n. Quelles sont les
deux autres quantités notées A(fy, 01) et B(fy, 01) dont dépendent les courbes COR ?
Réponse : Les courbes COR sont les courbes tragant les variations de la puissance 7 = 1 — S en
fonction de «.. En utilisant les résultats de la question précédente, on obtient

fta = npo + ¢~ (@) v/MPogo

. Ho —TP1 | _ Po — D1 -1 | Poqo
m=9¢ [ v/ 1P1491 ] ¢ [\/ﬁ VP1d1 +é (a) pPiq1 '

Comme pg — p1 = 6y — 01 < 0, on observe que 7 est une fonction croissante de n, ce qui est
logique car la performance du test est d’autant meilleure que le nombre d’observations est grand.
On observe également que les courbes COR dépendent des deux quantités

et donc

— — 1_p2
Ao, 00) = P01 _ D=0 pigy gy = P00 _ 3%

VP1q1 /1 _ g2 ma L -0
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