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Plan du cours

Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov
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Modele statistique

Notations
» Observations
Llyeeey T
» Echantillon
Xi1,...,Xn
n va iid associées aux observations

» Estimateur R R R
0(X1,...,Xn) oub, oubd
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Exemple

Modele 1 : z; = a + e; avec e; ~ N(0,02)
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Exemple

Modele 2 : x;

=ai+ b+ e; avec e; ~ N(0,0?)
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Exemple

Modele 3 : z; = acos(ig)+ avec e; ~ N(0,0?%)
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Application réelle

Altimétrie

TROPOSPHERE

y
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Application réelle

Formation de I'écho altimétrique

o
-
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Application réelle

Modele de Brown

T

Puissance de I’écho :

P coefficient de
rétrodiffusion

Niveau de départ :
B Bruit thermique

Epoque du point a mi-hauteur : E Pente du plateau :

Distance

dépointage d’antenne

Courbure du front

de montée: Skewness

swh Pente du front montant :

t ! Hauteur des vagues
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Application réelle

Modele de Brown
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Qualités d'un estimateur

0eR
> Biais (erreur systématique) : b,(0) = E (@\n) -0

» Variance

w0 =£|(0.-£(0.))| -0 - £ (5.)"
» Erreur quadratique moyenne (Mean Square Error, MSE) (précision)

en(0) = E [(@, - 9)2] — 0, (6) + B2(6)

~

CS de convergence : 6,, est un estimateur convergent si
lim b,(0) = lim v,(6) =0
n—-+4oo

n—-+4oo
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Qualités d'un estimateur

0 c RP

» Biais

b (8) = E (on) —0eR?

» Matrice de covariance

£ |02 (3.)) (3.5 (2.))]
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Exemples

Exemple 1 : X; ~ N(m,0?), § = m et o2 connue

» Moyenne empirique

> Autre estimateur

Exemple 2 : X; ~ N(m,0?), 0 = (m,o?)T

Etude de I'estimateur

14/ 94



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Mean Square Errors

Comparaison de deux estimateurs

MSE (SWH)
© © o o
N W s o

o
-

(=]
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Plan du cours

Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov
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Inégalité de Cramér-Rao

Vraisemblance

L ) = X va discrete : P[X1 = x1,..., Xn = zp; 0]
Tloes @i %=1 X, va continue : p(T1, ey T3 0)

Inégalité pour 8 € R

» Définition

N 2
Var (en) > — [ 6[21 :LIZ;%Z)']”XM] — BCR(6)

BCR(0) est appelée Borne de Cramér Rao de 6
» Hypotheses

Log-vraisemblance deux fois dérivable et support de la loi indépendant de
0 (contre-exemple : loi U[0, 6])
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Remarques

Efficacité

Estimateur sans biais tel que Var (§n) = BCR(0) (Il est unique !)

Exemple : X; ~ N (m,c?), § = m et o connue

Cas ou (X1, ..., X,,) est un échantillon

[1+b,(0))”
921n L(X1;0

Var <§n) > = BCR(0)
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Cas multivarié

Inégalité pour un estimateur non biaisé de 8 € RP
» Définition R
Cov (0) ()

avec

2 .
=B [_a lnL(Xl,...,Xn,O)]7 i

00;00;

et A > B signifie A — B matrice semi définie positive
#T(A—B)z >0, VzeR?

On en déduit N

Var (6:) > [1,(0)],

» Exemple
X; ~N(m,0?),0 = (m,o?)"
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Exemple

Comparaison des variances d'estimateurs avec les bornes

Mean Square Error for estimation of Pu, tand SWH

MSE of Pu forMLE._

MSE of SWH for MLE

dB

CRB (SWH)

-150|- MSE of t for MLE-.._ 1

-200

CRB (1)

6 8 10 12 14
Significant wave height values, SWH

20/ 94



R
Slides de cours 1SN - 2023-2024

Plan du cours

Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vVVYyY VY VY

21/ 94



R
Slides de cours 1SN - 2023-2024

Plan du cours

Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vVVYyY VY VY

22/ 94



R

Slides de cours 1SN - 2023-2024

Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition

Oy = argmax L(X1,..., Xn;0)
0

Recherche du maximum pour 6 € R
Si L(X1, ..., Xn;0) est réguliere, on résoud
OL(X1, ..., Xn;0) —0ou Oln L(X1, ..., Xn; 60)
o0 06

et on vérifie qu'on a bien un maximum en faisant un tableau de variations ou si
ce n'est pas possible en étudiant

=0

P InL(X1,..., Xp: Ouv)
962

<0
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Régularité

Définition
On dit qu'une variable aléatoire X de densité de probabilité f(x;0) est
réguliere si (voir livre de Lehmann, Theory of Point Estimation)

> Le support de la densité f, i.e., {z|f(z;6) > 0}, est indépendant de ¢

> f(x;0) est au moins trois fois dérivable par rapport a

> La vraie valeur de 6 appartient a un ensemble compact ©.
Dans ce cas, la recherche de I'estimateur du maximum de vraisemblance peut
se faire en cherchant les racines de

OL(X1,...,Xn;0) — 0ou OlnL(X1, ..., Xn;6)

20 20 =0
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Recherche du maximum pour 6 € R?

OL(X1,..,Xn;0) Oln L(X1, ..., Xn;0)
90, =0ou 0;

=0

pouri=1,...,p

Exemples
> Exemple 1: X; ~P(A), 0 =X
» Exemple 2 : X; ~ N (m,0?), 8 = (m,o*)"
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Propriétés
» Estimateur asymptotiquement non biaisé

lim E [éMv] —9=0

n—-+oo

v

Estimateur convergent

v

Estimateur asymptotiquement efficace
Var (@)

it

v

Normalité Asymptotique

» Invariance Fonctionnelle
Si = h(0), ol h est une fonction bijective d'un ouvert O C R? dans un
ouvert V' C RP?, alors

vy =h (éMv)
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Conclusion

L'estimateur du maximum de vraisemblance possede beaucoup de bonnes
propriétés asymptotiques mais peut &étre difficile a étudier car il est la solution
d'un probleme d'optimisation.
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Remarques sur la convergence

Theéoreme (voir, e.g., livre de Lehmann, Theory of Point Estimation)
Soient X1, ..., X» des variables aléatoires iid de méme densité f(z;;0) avec
> 6 appartient a un ouvert © € R

> le parameétre 6 est identifiable, i.e., deux valeurs différentes de 6 donnent
des densités f(z;;0) différentes

v

la log-vraisemblance [(0) est dérivable par rapport a ¢

v

le support de la densité f ne dépend pas de 0

alors I'équation I'(8) = 0 admet une solution qui converge en probabilité vers 0
(pas nécessairement fuy). Donc s'il y a une unique solution de I’(f) = 0 et que
cette solution maximise la vraisemblance, alors cette solution est |'estimateur
du maximum de vraisemblance de € qui est un estimateur convergent.

Exemple d'estimateur Omv non convergent (avec plusieurs maxima locaux de
I'(6) = 0)
1 1
Fwil0) = SN0, 1) + SN (0, fexp(~1/6%)]%)
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Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques
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Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov
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Méthode des moments

Définition

Supposons que X1, ..., X;, ont la méme loi de paramétre inconnu 8 € R?. En
général, le vecteur paramétre a estimer @ est lié aux premiers moments de la loi
des va X; par une relation notée

0= h(ml, ceey mq)

avec my = E[Xf] et ¢ > p. Un estimateur des moments de 0 est défini par

n
~ A ~ . 1 k
Orio = h(M, ..., Mq) avec My = - E X;
i=1

Exemples
> X; ~N(m,0?), 8 =(m,o*)T
> X; ~I'(a,b), 8 = (a,b)”
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Méthode des moments

Propriétés
» Estimateur convergent

» Normalité Asymptotique

Conclusion

L'estimateur des moments posséde peu de propriétés mais est généralement
simple a déterminer.
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Estimation Bayésienne

Principe

L'estimation Bayésienne consiste a estimer un vecteur paramétre inconnu
6 € R? a l'aide de la vraisemblance de X1, ..., X,, (paramétrée par 0) et d'une

loi a priori p(@). Pour cela, on minimise une fonction de coiit ¢ (0, 5) qui
représente |'erreur entre 0 et 6. Deux estimateurs principaux

» Estimateur MMSE : c'est la moyenne de la loi a posteriori

Ovivise = E (0| X1, ..., Xn)
» Estimateur MAP : I'estimateur du maximum a posteriori (MAP) de 6 est
défini par
Oviap = argmax p(0| X1, ..., X,,)
0

ol p(O|x1,...,zn) est la loi a posteriori de 6.
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Propriétés des estimateurs Bayésiens

Estimateur MMSE

L'estimateur MMSE minimise I'erreur quadratique moyenne (mean square

error, MSE)
c(0.6) = E [(e ~8)" (o- a)}

Estimateur MAP

L'estimateur MAP minimise la fonction de coiit E/ [c (0,5)} avec entre 6 et O
IR 1si
c (0, 9) - _

avec A arbitrairement petit (Preuve : voir par exemple livre de H. Van Trees,
Detection, Estimation, and Modulation Theory, Part I).
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Estimation Bayésienne

Exemple
» Vraisemblance
Xi ~ ./\/(0, 0'2)
> Loi a priori
0~ N(p,v")

Solution
» Loi a posteriori
01 X1, ... Xn ~N (mp,alz,)
» Estimateurs

2 2
9MAP=9MMSE=mp=X< n >+u( g )

nv? + o2 02 + nuv?
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Avec ou sans prior ?

Examples for the Significant Wave Height (SWH)

0.1

0.08]

0.06|

Prior

0.04

0.02]

MSE (PU)

MSE ()
o o o
PN

MSE (SWH)
=
o

s
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Résumé
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Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne
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Intervalle de confiance

Principe

Un intervalle de confiance [a, b] pour le paramétre 6 € R est un intervalle tel
que Pla < § < b] = o, oll « est le parametre de confiance (en général
a=0.99 ou o =0.95).

Détermination pratique de I'intervalle

» On cherche un estimateur de 6 noté 8 (par la méthode des moments, du
maximum de vraisemblance, ...)
> On en déduit une statistique T'(X1, ..., X») qui dépend de 6 de loi connue

> On cherche ¢(0) et d(9) tels que
Ple(0) < T(X1,..., Xn) < d(0)] = «

On en déduit I'intervalle [a, b].
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Exemples

» Exemple 1: X; ~ N(m, 02), m inconnue, ¢ connue.

%Z?:l Xi—m
o/\/n

» Exemple 2 : X; ~ N(m,o?), intervalles de confiance pour m et o>

T = ~N(0,1)

inconnue.
> Moyenne
1 <& 2
TaNO1) ot U=~ 3 (X = X)" ~ iy
i=1
donc
T
~iln—1
U
n—1

suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
> Variance

1< -
o2 Z(Xl - X)2 ~ Xn-1
=1
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Que faut-il savoir ?

Estimation statistique
» Notions de biais, variance et convergence d'un estimateur
» Calcul d’une borne de Cramér-Rao et notion d'efficacité
» Détermination de I'estimateur du maximum de vraisemblance (MV)
> Propriétés de |'estimateur MV
» Principe et application de la méthode des moments
> Principe et application de I'estimation Bayésienne

» Détermination des intervalles de confiance
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Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

Modele statistique, qualités d'un estimateur, exemples

> Inégalité de Cramér Rao

> Maximum de vraisemblance

> Méthode des moments

> Estimation Bayésienne

> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréeme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
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Test de Kolmogorov
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Motivations
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Motivations

Debris from TWA Fiight i i the Boeing 747 in
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Motivations

SIGNAL DE TENSION NON FILTRE

100+

50

=100 |

T T T

Transitoires

i
500
a détecter
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Généralités

Principe

Un test statistique est un mécanisme qui permet de décider entre plusieurs
hypothéses Hy, H1, ... a partir de n observations x1, ..., z,. On se limitera dans
ce cours a deux hypotheéses Hy et Hy. Effectuer un test, c'est déterminer une
statistique de test T'(X1, ..., X)) et un ensemble A tel que

Ho rejetée si T'(Xq, ..., Xn) € A 1)
Ho acceptée si T'(X1, ..., Xn) ¢ A.

Vocabulaire
> Hy est I'hypothése nulle
> H; est I'hypothese alternative
> {(z1y .0y xn)|T (21, ..., Tn) € A} : région critique
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Définitions

» Tests paramétriques et non paramétriques

v

Hypotheses simples et hypothéses composites

v

Risque de premiere espece = probabilité de fausse alarme

a = PFA = P[Rejeter Ho|Hp vraie]

\4

Risque de seconde espéce = probabilité de non-détection

B = PND = P[Rejeter H,|H vraie]

» Puissance du test = probabilité de détection : 7 =1—
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Exemple

Changement de moyenne

X, ~ N(m,o?), o connue

» Hypotheses
Ho:m=mo, Hi: m=m1>mo

» Exemple de test

— 1
Rejet de Ho si X = — Y " X, > S,
ni:l

» Problémes
Déterminer le seuil S,, le risque 3 et la puissance du test 7.
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Caractéristiques opérationnelles du récepteur (COR)
Définition

PD = h (PFA)

Exemple
X; ~ N(m,o?), o® connue
Ho:mzmo, Hy:m=m1 >mgo

» Probabilité de fausse alarme

% vn

a:l—F<M> & So=mo+ —F ' (1-a)
= n

> Probabilité de détection

PD:ﬂzl_F<M>

o

v
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Exemple d'application

Détection d'exoplanétes

Planet

0
-50
-100 ;J
f f f
-5 0 5 t (hr)
f —t
1 r N n

50/ 94



Slides de cours 1SN - 2023-2024

Exemple de représentation graphique pour les courbes COR

Données indépendantes ou corrélées ?

09
08 B
07 H
s
B 0. bl
2
8
B¢ iid sequence )»1=22 Hi
E correlated sequence A =22
g - 1
go4 iid sequence x1=23 o
& correlated sequence }»1=23
03 Bl

0 1 I 1 1 L ! I L L L
0 0.1 0.2 03 04 0.5 06
Probability of False Alarm
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p-valeur d'un test

Définition p(x) = inf{a €]0,1] | € Ra}

oll R, est la zone de rejet de Hy pour « fixé et @ = (z1,...,2,). Clest la plus
petite valeur de a pour laquelle on rejette Hp.

Calcul de la p-valeur pour le test : Rejet de Hy si T > S,
» Si a =0, on accepte toujours Hy donc Sp = +00
» Si a =1, on rejette toujours Hy donc S1 = —oco

> Plus petite valeur de « pour laquelle on rejette Hy : o =1 — F(Tops)

Probability density of the test statistics T

Test: Reject Hy if T>5,

False Alarm
Probability

palue ¢

0 - ] “ 2 o el 4 . » W
S ']
Observed
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Autre exemple : rejet de Hy si [T| > S,

Calcul
» Si a =0, on accepte toujours Hy donc zp =0
» Si a =1, on rejette toujours Hy donc z1 = 400
> Plus petite valeur de o pour laquelle on rejette Hy

a*

5 = 1— F(|Tons]) & @ = 2[1 — F(|Tops)|]-

Représentation graphique

|Rurdeto 5 1715 24
Ve R e

ple)
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> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques

> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoreme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vVVYyY VY VY
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Théoreme de Neyman-Pearson

Test paramétrique a hypotheéses simples

H0:0:00etH1:0:01 (2)

Théoreme pour variables aléatoires X; continues
A « fixé, le test qui minimise 5 (ou maximise 7) est défini par
L(zy,...,zn|H1)  p(z1,...,2,|601)

Rejet de Hj si = > S
] 0 L(zy,...,xn|Ho)  p(z1,...,24|600) @

Exemple

X; ~ N (m,0?), o2 connue

Hy:m=mg, HH :m=m1 > my
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Théoreme de Neyman-Pearson
Test paramétrique a hypothéses simples

H0:0:006tH129:91 (3)

Théoreme pour variables aléatoires X; discrétes

Parmi tous les tests de risque de premiére espece < « fixé, le test
de puissance maximale rejette I'hypothese Hy si
L(zy,...,wp|H1)  P[Xy =m1,..., Xy = 2,]01]

L1, oanlHo) ~ P(Xa =20, X = 2m[B0) 0

Exemple : lois de Poisson X; ~ P(\)

A=y, Hi: A=A > X
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Test de Neyman-Pearson

Résumé des différentes étapes
> 1) Déterminer la statistique et la région critique du test

> 2) Déterminer la relation entre le seuil S, et le risque a

» 3) Calculer le risque S et la puissance 7 du test en fonction de «
> 4) (optionnel) Déterminer les caractéristiques opérationnelles du récepteur
» 5) Application numérique
> On accepte ou rejette I'hypothése H en précisant le risque o donné
> (optionnel) On détermine la p-valeur du test
Remarque

Loi asymptotique : quand n est suffisamment grand, utilisation du théoreme de
la limite centrale

57/ 94



R
Slides de cours 1SN - 2023-2024

Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

> Modeéle statistique, qualités d'un estimateur, exemples
> Inégalité de Cramér Rao
> Maximum de vraisemblance
> Méthode des moments
> Estimation Bayésienne
> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques
> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vV Yy VY VvVYy
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Test du rapport de vraisemblance généralisé (generalized likelihood ratio)
Test paramétrique a hypothéses composites

Hy:0€0pet H :0 €0, (4)
Définition du test
L (;vl, ...,$n|§1MV)
L <x1, ...,xn|§OMV>

Rejet de Hy si

«

ol OMV et OMV sont les estimateurs du maximum de
vraisemblance de @ sous les hypothéses Hy et Hj.

Remarque

L <:c1,...,:cn|l/9\iMV> = sup L (z1, ..., 2,,|0)
0co;
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Est-ce que la moyenne d'un échantillon gaussien augmente ? (o connue)

Soit (X1, ..., X») un échantillon gaussien de loi A'(m,o?) avec une variance o
connue. On considere les hypotheses

Ho:m =mget H : m = my avec m1 > mo (5)

Définition du test

Rejet de HysiT = \/ﬁ (m> > S. avec X = EZXZ
7 "=

Remarques
» T suit la loi normale A/(0,1) sous Ho
» Application directe de Neyman-Pearson

» Généralisation immédiate a m1 < mg ou a my1 # mo
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Est ce que la moyenne d'un échantillon gaussien augmente ? (o2 inconnue)

Soit (X1, ..., X») un échantillon gaussien de loi A/(m,o?) avec une variance ¢
inconnue et les hypothéses

Hy:m =mo et Hi : m = m1 avec m1 > mo (6)

Définition du test

. . X—m() 2 1 ~ <\ 2
Rejet de Ho si T = \/E(T) > S avec S, = m;(){l - X)

Remarques
» Sion pose U = ﬁ(@) etV=253" (X;—X)? ona
T= UV qui suit une loi de Student a n — 1 ddl sous Hy
=

> Généralisation immédiate a m; < mo ou a m1 # mo
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Est-ce que la variance d'un échantillon gaussien augmente ? (m connue)

Soit (X1, ..., X») un échantillon gaussien de loi N'(m,o?) avec une moyenne m
connue et les hypothéses

Ho: 0> =0l et Hi:0? =0} avec o} > o2 (7)
Définition du test

Rejet de Hp si T =

ow‘ =

ZX m > Sa

Remarques

> La loi de T sous Hy est une loi du x2, ce qui permet de déterminer S, en
fonction de a.

> Généralisation immédiate 3 0} < of ou a 07 # o3
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Est-ce que la variance d'un échantillon gaussien augmente ? (m inconnue)

Soit (X1, ..., X») un échantillon gaussien de loi N'(m,o?) avec une moyenne m
inconnue et les hypothéses

2 2 2 2 2 2
Hy:0" =0 et Hi : 0° = 07 avec o] > 0p

(8)

Définition du test

n

1 — 1 <&
Rejet de Ho si T = FZ(Xi “X)2> S, avec X = ~ in
0 =1 =1

Remarques

> La loi de T sous Hy est une loi du x2_1, ce qui permet de déterminer S,
en fonction de a.

> Généralisation immédiate 3 0} < of ou a 07 # o3
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Est-ce que deux échantillons Gaussiens sont significativement différents ?
(variances connues)

Soient (X1, ..., X»n) et (Y1,...,Yy) deux échantillons gaussiens indépendants de
lois respectives N (m1,07) et N (ma,03) avec des variances o7 et o5 connues,

et les hypothéses
Ho:mi=moet H :m1 >ma (9)

Définition du test

XY > S, avec X = lzxiy: izyj
oi n m &
+ i=1 j=1

n

Rejet de Hy siT =

3k

Remarques
> La loi de T sous Hy est une loi normale A/(0, 1), ce qui permet de

déterminer S, en fonction de a.
> Généralisation immédiate a m1 < mo ou a m1 # me
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Est-ce que deux échantillons Gaussiens sont significativement différents ?
Soient (X1, ..., X5) et (Y1,

, Yi,) deux échantillons gaussiens indépendants de
lois respectives N (m1,0}) et N(m2,03) avec une méme variance
07 = 02 = o inconnue, et les hypotheses

Ho:m1i=msoet H : mp > mo (10)
Définition du test

Rejet de Ho siT = Y

> Sa
Sn:m(:cv y)
avec

S=

_|_

3=

S2 (m y) _ Z?:l(Xi - Y)2 + ZT:l(YJ - ?)2
mATe n+m-—2

Remarques

» La loi de T sous Hy est une loi de Student a n +m — 2 ddl.
> Appelé test de Student ou ¢-test.

> Généralisation immédiate a m1 < ma ou a my # me
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Est-ce que deux échantillons Gaussiens sont significativement différents ?
Soient (X1,

. Xn) et (Yl, .

.Y,

) deux échantillons gaussiens indépendants de
lois respectives N (m1,0}) et N'(ma,03) avec des variances o7 et o3

inconnues, et les hypothéses

Hy:mi =moet H :mqp > mo (11)
Définition du test
Rejet de Ho si T = XY > S,
S%(w) + S?n(y)
avec
S2(x) = —— Z(X X)? et Sh(y) = —— Z(Y Y)?
Remarques

> Sous I'hypothése Hy, T converge en loi vers une loi normale N (0, 1)
lorsque n et m tendent vers +o0o

> Généralisation immédiate a m1 < mo ou a m1 # ma
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Comparaison d’espérances

Remarques générales

> Les tests précédents supposent que les deux échantillons (X1, ..., X,) et
(Y1, ..., Y ) sont indépendants. Si ce n'est pas le cas et que n = m, on
parle de données appariées. On peut alors considérer les différences
Z; = X; — Y, et tester la nullité de I'espérance des Z;.

» Si I'hypothése de gaussiannité n'est pas satisfaite, on pourra effectuer un
test non paramétrique.
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Est-ce que la variance de deux échantillons gaussiens a augmenté ?
Soient (X1, ..., Xy) et (Y1, ..

lois respectives A (m1,0%) et N (m2,02) avec des moyennes m; et mo
connues, et les hypotheses

., Ym) deux échantillons gaussiens indépendants de

Hy:0? =03 ct Hy : 01 > 05 (12)

Définition du test

Rejet de Ho si T = gg(m) > Sa

avec
n

S2@) = 2 (X~ mi)* et Si(y) = Z(Y ma)?

i=1

Remarques

> Sous |'hypothese Hy, T est distribuée suivant une loi de Fisher F(n,m)
> Appelé F-test.

> Généralisation immédiate 3 0} < 03 ou a 0} # o3
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Est-ce que la variance de deux échantillons gaussiens a augmenté ?
Soient (X1,..., X»n) et (Y1,...,Y,

) deux échantillons gaussiens indépendants de
lois respectives A (m1,0%) et N (m2,02) avec des moyennes m; et mo
inconnues, et les hypothéses

2 2 2 2
Hy:0{ =o0jet H : 0] > 03

(13)
Définition du test

. . S2(x)
Rejet de Ho siT = = Se
ejet de Ho s1 S?n(y) >
avec

52 (x) 7Z(X1 X)? et SZ(y) =

=R

Remarques

» Sous I'hypothese Hy, T' est distribuée suivant une loi de Fisher
F(n—1,m

—1)

> Généralisation immédiate 3 07 < 02 ou a 0} # o2
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Example: T-wave Alternans (TWA) Detection

Context
u T-wave alternans (TWA) detection
R
-
P
Q
s @
uv
400 wv alternans waveform
ST-T complex sof . A
200 20
10
°
o 200 400 600 ° 350 400 450 500 550
time (ms) time (ms)
(b) ©)
o TWA: a consistent fluctuation in the T waves on an
every-other-beat basis
o recognized as an index of sudden cardiac death
o a challenging problem: non-visible (microvolt-level) TWA detection
T-wave Alternans Detection Using a Bayesian Approach and a Gibbs Sampler =
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Signal Model

Problem formulation

Signal model for TWA detection

=== 0dd T-wave

ECG Signal
— = Local baseline ~ -

- even T-wave

7/25

T-wave Alternans Detection Using a Bayesian Approach and a Gibbs Sampler
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Estimation Results

Simulation

u Estimation results

Figure: Segment of dataset “e0303" with synthetic TWA and “ma” noise
SNR=10dB (black), estimated local baseline (blue), and estimated odd
(red) and even (green) T waves. Processing window length 2D = 16.

T-wave Alternans Detection Using a Bayesian Approach and a Gibbs Sampler

1 2!
. 9/2
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Statistical Test

Bayesian TWA detection

u Two-sample Student’s t-test

o Based on the assumption of normality of two samples:

Ho : po = phes M1t o # fle

1to and . are the means of the odd and even T-wave amplitude
samples.

o The t-test statistic can be computed as follows:

(i) _ o B

) = = (1)
s/%

I ) 0 Lx=0)
al) = 5 Zao'k, al) = 5 Zae’,k and
k=1 k=1
1 2 (0 2 ()
() _ N _ =) N _ g0
Sea 2D—2<k2_;(a°vk g ) +kz_;<ae’k 2 ))

T-wave Alternans Detection Using a Bayesian Approach and a Gibbs Sampler
A

15 /25
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Detection Results

Simulation

| |
Test decisions

Figure:

© =0, null hypothesis accepted  t = 0.93, null hypothesis rejected  © =1, null hypothesis rejected

a 1 1 1
S ogf 04| 0|
8508 508 506
g o4 " o4 Toa
2 oz 02 02|
0 0 0

Ho My Ho M Ho o M

=0, null hypothesis accepted  © = 0.82, null hypothesis rejected < = 1, null hypothesis rejected

1 1 1
£ og 0| 02|
€ 0] 506 =06
LRl Zoa
Loz 02| 02|

° H, A ° Hy,  H ° H, H

o M o My o v

The KS-test (top) and the t-test (bottom) decisions made for

three different 16-beat windows. (1) no synthetic TWA and SNR=10dB.
(2) synthetic 35uv TWA and SNR=5dB. (3) synthetic 35uv TWA and
SNR=10dB.

T-wave Alternans Detection Using a Bayesian Approach and a Gibbs Sampler =

=

N
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Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

> Modeéle statistique, qualités d'un estimateur, exemples
> Inégalité de Cramér Rao
> Maximum de vraisemblance
> Méthode des moments
> Estimation Bayésienne
> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques
> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vV Yy VY VvVvyy
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Motivations
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Motivations

0 randn(1,10000)+10°rand(1,10000)
v T
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Motivations
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Test du 2

Le test du x? est un test non paramétrique d’ajustement (ou d'adéquation) qui
permet de tester les deux hypothéses suivantes

Hy:L=Lo, Hy:L#Lo

ol Lo est une loi donnée. Le test consiste a déterminer si (z1, ..., ) est de loi
Lo ou non. On se limitera dans ce cours au cas simple ol z; € R.

Définition du test

K 2
7, —
Rejet de Hy si ¢, = Z %
k

k=1

> Sa

Remarque

» Lo peut étre une loi discréte ou continue. Dans le cas discret, on
construira les classes en réunissant certaines valeurs de la loi testée.
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Test du 2

Statistique du test

K 2
Zk — NPk
po =S B0t g
k=1 NPk
> Zi : nombre d'observations z; appartenant a la classe Cy, k=1,..., K

> pi : probabilité qu'une observation x; appartienne a la classe C; sachant
Xi ~ Lo
P [Xz € CklX; ~ Lo]

» n : nombre total d'observations

Loi asymptotique de la statistique du test sous H

£ 2
On — XK-1

Pour la preuve, voir notes de cours ou livres
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Remarques

> Interprétation de ¢, K 9
n Zk
On = Z — 7 — Pk
k=1 Pk
Distance entre probabilités théoriques et empiriques

» Nombre d’'observations fini
Une heuristique dit que la loi asymptotique de ¢, est une bonne
approximation pour n fini si 80% des classes vérifient np, > 5 et si
pr >0,Vk=1,..., K = Classes équiprobables

» Correction
Lorsque les parameétres de la loi Lo sont inconnus

£ 2
dn = XK-1-m,

n—oo
ol ny est le nombre de parameétres inconnus estimés par la méthode du
maximum de vraisemblance
» Constitution des classes dans le cas d'une loi discrete
» Puissance du test : non calculable
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Exemple 1

413 141 -1.16 -0.75 1.96 246 0.197 0.24 042 2.00
2.08 148 1.73 0.82 033 —-0.76 0.42 4.60 -2.83 0.197
2.59 054 406 —-0.69 4.99 0.67 245 561 213 1.76
5.03 085 1.29 0.17 —-038 276 —1.03 1.87 448 0.73

Est-il raisonnable de penser que ces observations sont issues d'une population
de loi N (1,4) ?

Solution

» Classes
Ch:]—00,-0.34],C3 : | — 0.34,1],C3 : ]1,2.34], C4 : ]2.34, 00|
» Nombres d'observations

Zy =T, Zo=12, Z3 =10, Z4 = 11
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Exemple 1
Solution
» Statistique de test
b =14
» Seuils . .
X2 X3

So.05 | 5.991 | 7.815
So.01 | 9.210 | 11.345

» Conclusion
On accepte I'hypothese Hy avec les risques a = 0.01 et o = 0.05.
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Exemple 2

Enoncé

On lance un dé 60 fois et on reléve les nombres de fois ou on a observé les

différentes faces
v, 1 2 3 4 5 6

n;, 15 7 4 11 6 17
On se demande si ce dé est truqué (Hypothése H1) ou non (Hypothése Hy).
1. Déterminer la statistique du test du chi-deux noté ¢ associée a ce
probleme.
2. Quelle est la loi de cette statistique de test sous |'hypothese Hy ?
3. Expliquer comment déterminer le seuil de décision S, du test du chi-deux
a l'aide de la fonction de répartition de la loi déterminée a la question

précédente et du risque « de ce test. Pour a = 0.05, on trouve
So0.05 = 11.07 et pour o = 0.01, on a Sp.01 = 15.09. Que conclut-on ?
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Exemple 3 (voir TD)

Enoncé
Un statisticien pose la question suivante a un échantillon de 30 participants :
“Préférez-vous boire du thé ou du café 7". Parmi cet échantillon, 10 préféerent
le thé et 20 préferent le café. Il désire effectuer un test du chi-deux pour
déterminer s'il y a une véritable préférence pour le café dans cet échantillon.
Pour cela, il définit I'hypothése Hy par “la probabilité de boire du thé est égale
a la probabilité de boire du café”, i.e., les deux classes {Thé} et {Café} sont
équiprobables (P[Thé] = P[Café] = 1).
1. Déterminer la statistique du test du chi-deux noté ¢ associée a ce
probleme.
2. Rappeler la loi de ¢ sous I'hypothese Hy (définie par “Il n'y a pas de
préférence ni pour le thé, ni pour le café”).
3. Expliquer comment déterminer le seuil de décision S, du test du chi-deux
a l'aide de la fonction de répartition de la loi déterminée a la question
précédente et du risque « de ce test. Pour a = 0.05, on trouve
S0.05 = 3.84. Que conclut-on ?
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Résumé
» Chapitre 1 : Estimation

> Modeéle statistique, qualités d'un estimateur, exemples
> Inégalité de Cramér Rao
> Maximum de vraisemblance
> Méthode des moments
> Estimation Bayésienne
> Intervalles de confiance
» Chapitre 2 : Tests Statistiques
> Généralités, exemple
Courbes COR, p-valeur
Théoréme de Neyman Pearson
Autres tests paramétriques
Test du x2
Test de Kolmogorov

vV Yy VY VvVYy
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Test de Kolmogorov
Le test de Kolmogorov est un test non paramétrique d'ajustement (ou
d'adéquation) qui permet de tester les deux hypothéses suivantes
H():L:Lo, H11L¢LO

ol Lo est une loi donnée. Le test consiste a déterminer si (21, ..., zy) est de loi
Lo ou non. On se limitera dans ce cours au cas simple ol z; € R.era dans ce
cours au cas simple ou x; € R.

Définition du test

Rejet de Ho si Dy, = sup|F(z) — Fo(z)| > Sa
z€R

Remarque

» Lo doit étre une loi continue.
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Statistique du test de Kolmogorov

Fonctions de répartition

Fo(x) = P[X < ] est la fonction de répartition théorique de Lo et F), () est
la fonction de répartition empirique de (z1, ..., z»)

1000 2000 3000

D,, est I'écart maximum entre les deux courbes.
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Calcul de D,

A I'aide de I'échantillon ordonné
D, = max max{E E
T e, n)} (B By}
avec

~

Ej = ‘ﬁn (xz)) — Fo (ac(i)) F, (m(_z)) — Fo (x(i))’

B =

Remarques

> Z(1), ..., T(n) €st la statistique d'ordre de w1, ..., z, telle que
Z(1) <...< T(n)

> B, (ac?;)) =i/net F, (x(_l)) =(i—-1)/n.
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Statistique du test

Loi de D,, sous H
» Indépendante de Lo

» Loi asymptotique

“+oo
P[VaDn <yl — > (=1 exp(-2k"%) = K(y)

Convergence de cette série trés rapide (pour y > 0.56, les trois premiers
termes donnent une approximation avec une erreur inférieure a 10_4).

Détermination du seuil S,

S’na:

’

K '(1-a)

5~

Le seuil dépend de « et de n.
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Remarques

Puissance du test

Non calculable

Tests unilatéraux

> Pour tester Hy : F' = Fy contre Hy : F' > Fp, le test de Kolmogorov
rejette Hy si
D = sup [ﬁn(t) - Fo(t)] > Sna
teR
> Pour tester Hy : F' = Fp contre H; : F' < Fy, le test de Kolmogorov
rejette Ho si

Dy = sup [Fo(t) = Fu(t)] > Sna
teER
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Exemple

Est-il raisonnable de penser que ces observations sont issues d'une population
de loi uniforme sur [0,1] ?

x; 0.0078 0.063 0.10 0.25 0.32 0.39 0.40 0.48 0.49 0.53

E: 0.0078 0.013 0.00 0.10 0.07 0.14 0.05 0.008 0.04 0.03

Ej— 0.0422 0.037 0.05 0.05 0.12 0.09 0.10 0.13 0.09 0.08

Max(Ej—, E7_) 0.0422 0.037 0.05 0.1 0.12 0.14 0.10 0.13 0.09 0.08

T, 0.67 0.68 0.69 0.73 0.79 0.80 0.87 0.88 0.90 0.996
0.17 0.13 0.04 0.03 0.04 0.05 0.07 0.03 0.05 0.046

i 0.12 0.08 0.09 0.08 0.09 0.00 0.02 0.02 0.00 4e — 3
Max(Ej—, E7_) 0.17 0.13 0.09 0.08 0.09 0.05 0.07 0.03 0.05 0.046
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Résultats

Statistique de test

D, =0.17
Seuils pour n = 20
So.05 | 0.294
So.01 | 0.352

Conclusion

On accepte I'hypothése Hy avec les risques o = 0.01 et o = 0.05.
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Que faut-il savoir ?

Tests statistiques

>

Définition et calcul des risques de premiére et seconde espece et de la
puissance d'un test binaire

Définition et détermination des courbes COR

Appliquer le théoreme de Neyman-Pearson dans le cas de variables
aléatoires discretes et continues

Connaftre I'existence des tests paramétriques pour tester la valeur de la
moyenne ou de la variance d'un échantillon gaussien

Connaitre I'existence des tests paramétriques pour tester |'égalité de
moyennes et de variances pour deux échantillons gaussiens indépendants

Principe et mise en oeuvre d'un test du x?

Principe et mise en oeuvre d'un test de Kolmogorov
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