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‘ Exercice 1 : Estimation|

On consideére n couples de données (x;,¥;),i = 1,...,n et on cherche la droite d’équation y = ax la plus
proche de ces couples de données. Pour cela, on introduit un modele appelé modele de régression linéaire
défini par

Y = ax; + e,

dans lequel a est une constante et e; modélise 'erreur entre Y; et ax;. On suppose que les erreurs e; sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale N(0,0?) et que z = (1, ..., ,) n’est pas le
vecteur nul. On fera attention de noter que dans le modeéle ci-dessus, x; est une valeur déterministe (non
aléatoire) observée tandis que Y; est une variable aléatoire de loi normale N (az;, 0?).

Partie 1 : variance o2 connue

1) Déterminer la vraisemblance de (y1, ..., yn) et en déduire I'estimateur du maximum de vraisemblance du
paramétre a noté dyry (on pourra pour simplifier Pexpression de @y utiliser la notation [|z||® = 2% 22).
2) Montrer que l'estimateur aypy est un estimateur non biaisé de a.

3) Déterminer la borne de Cramer-Rao pour les estimateurs non biaisés du parametre a. L’estimateur ayry
est-il 'estimateur efficace du parametre a 7

4) Quelle est la loi de 'estimateur ayry 7 En déduire un intervalle de confiance pour le parameétre a

construit a partir de apy et de
oo 1 u2
G(x) = exp | —— | du.
() L aer |y

5) On suppose désormais qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre a résumée dans la loi
normale A (m,,o2). Montrer que la loi a posteriori de a|yi, ..., y, est une loi normale dont on précisera
la moyenne et la variance. En déduire I’estimateur du maximum a posteriori du parameétre a noté ayap.

Expliquer le comportement de ayap lorsque o2 — 0 et lorsque 02 — oo.

Partie 2 : variance ¢2 inconnue

1) Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance du vecteur 6 = (a, 02) noté Oy = (aMV, 0'21\/[\/).

2) Déterminer F [ng} et en déduire un estimateur non biaisé de 6.

3) Déterminer les variances minimales d’estimateurs non biaisés de a et 2.



Exercice 2 : Test de Neyman-Pearson|

On dispose toujours de n couples de données (x;,9;),7 = 1,...,n, ol y; est une réalisation de la variable
aléatoire
Y; = az; + e;, avec e; ~ N(0,0?)
Comme dans I’exercice précédent, on suppose que les erreurs e; sont des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi et que x = (x1,...,x,) n’est pas le vecteur nul.On désire tester les deux hypotheéses

Hy : a=ay>0,
Hi : a=a; avec a1 > ag,

ol ag,a; et o2 sont des parametres connus.
1) Montrer que la statistique du test de Neyman-Pearson s’écrit

n
T, = Z ;Y5
=1

et indiquer la région critique de ce test.

2) Exprimer les risques a et 8 en fonction du seuil du test noté K, et de la fonction G(z) définie dans
I’exercice 1.

3) Déterminer les courbes caractéristiques opérationnelles du récepteur (courbes COR) pour le test con-
sidéré ci-dessus. Comment la performance du test dépend-elle des parametres ag et a1, de o et de ||z| 7
Représenter la forme des courbes COR pour différentes valeurs de ||z||.

‘ Exercice 3 : Test d’ajustement|

On désire effectuer des tests d’ajustement permettant de vérifier si les variables aléatoires Y; = ax; +e;
suivent une loi normale A (ax;, 0?). On suppose dans cet exercice que z; > 0 pour tout i = 1,...,n et que
les parametres a et o2 sont connus. On introduit alors les deux hypotheses

Hy : Yi~N(az;,0?),i=1,..,n
Hy : non Hj,

1) On introduit la variable U; définie par
U, = iz azi
o
Expliquer comment effectuer un test du x? (& quatre classes équiprobables) & I’aide des variables aléatoires
Uq,....U,.
2) On suppose dans cette partie que z; > 0, pour ¢ = 1,...,n. On introduit la variable aléatoire Z; définie
par

1si|%]>2a
0 sinon

% > 2a. Déterminer

pi = P[Z; = 1| Hy vraie]
puis la moyenne et la variance de la variable aléatoire Z sous I’hypothése Hj (notées respectivement

myz = E[Z| Hy| et 0% =var[Z| Hp]) . On décide d’approcher la loi de Z sous Hy par une loi normale
N(myz,0%) et on considere la stratégie de test

et Z =)"1"1 Z; qui est le nombre de données telles que

Rejet de Hg si Z > %

Déterminer le risque « associé a cette stratégie.



