EXAMEN STATISTIQUE - 1TR
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Fartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1 : Estimation

On considere n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes suivant la méme loi continue de densité

$-0si —1<z2<0
plz;0) =4 0+1si0<a<l1
0 sinon
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1. Montrer que la vraisemblance des observations 1, ..., X, S écrit

1\ W
p(x1, .y 0) = (2 — c9> (0+ 2>

ou y,, est le nombre d’observations x; vérifiant x; > 0. Montrer que cette vraisesmblance admet un
unique maximum global pour une valeur de 6 que 1’on déterminera. On définit la variable aléatoire
associée Y,, comme suit

N[

avecGG]—

Y, = card{i € {1,...,n}|X; > 0}.

ou card{ A} est le nombre d’éléments de I’ensemble A. Exprimer I’estimateur du maximum de
vraisemblance de 6 noté 0,, en fonction de n et Y,,.

2. Montrer que Y, suit une loi binomiale 5(n, p) avec p = % + 6. En déduire que én est un estimateur
sans biais et convergent du parametre 6.

3. Déterminer la borne de Cramer-Rao d’un estimateur non biaisé de 0. L’ estimateur én est-il
I’estimateur efficace du parametre 6 ?

4. On désire maintenant estimer le parametre a = 0 + % €0, 1].

e Quel est I’estimateur des moments du parametre a noté a,, construit a partir de E[X;] ?
o Quel est I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre a noté a,, ?

e On suppose qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre a résumée dans la loi

beta de densité
aa—l(l o a)ﬁ—l

B(a, B)
ol Zjg 1(a) est la fonction indicatrice sur I'intervalle |0, 1[ et ol B(«, 3) est la fonction beta
dont I’expression n’est pas importante pour cet exercice. Montrer que la loi a posteriori
de a|zy, ..., z, est une loi beta dont on précisera les paramétres. Quel est I’estimateur du
maximum a posteriori du parametre a noté a;, ?

p(a) = 1}0,1[(0‘)



Exercice 2: Tests Statistiques

Comme dans I’exercice précédent, on considere n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes suivant
la méme loi continue de densité

%—9 si —1<z<0
plz;0)=¢ 6+1si0<z<1
0 sinon

avec 0 € } —%, % [ Dans un premier temps, on cherche a effectuer le test d’hypotheéses simples

avec 07 > 0.

1. Montrer que la statistique du test de Neyman Pearson est Y,, = card{i € {1,...,n}|X; > 0} et
déterminer la région critique du test. Commenter la forme de ce test a I’aide de 1’expression de la
densité p(x; 6).

2. Enremarquantque Y,, = Z?:l Z;,ou Z; estune variable aléatoire binaire telle que Z; = 1si X; >
Oet Z; = 0si X; < 0, donner la loi approchée de Y,, pour n “grand” découlant de 1’application
du théoreme de la limite centrale. On supposera que cette approximation est suffisamment précise
pour étre utilisée dans la suite de ce exercice.

3. En utilisant la loi approchée déterminée a la question précédente, exprimer les risques de premiere
et seconde espece « et 5 en fonction du seuil déterminant la région critique du test, des parametres

n, Oy et 61, et de la fonction ¢(z) = f;oo \/%7 exp (—%) du.

4. Déterminer les courbes COR et analyser leur comportement en fonction de n. Quelles sont les
deux autres quantités notées A(6y, 01) et B(6y, 01) dont dépendent les courbes COR ?



